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第 - 章 球 A f 
Sl. 球面 基本 概念 


1.1 ZS, Zem 


däi RL ke i m ocn SS ES USE 


作 球 。 球 心 是 球体 中 间 的 一 个 定点 ， 由 这 洁 点 到 球面 任何 一 点 的 直线 距 
离 相等 。 球 心 到 球面 的 直 业 距 高 吓 作 球 的 半径 ; 同 -一 球体 的 牛 径 相等 。 
径 过 球 心 而 两 端 为 球面 所 蕉 的 坦 缕 时 作 球 的 直径 ; 直径 为 中 径 的 两 倍 ， 
E- 球体 的 直径 自 亦 相等 。 
1.2 球面 上 的 加 
AAA TRAMA, OEA 
XB FERRO Pq Ps B MA, 


图 1 
dx x 为 平面 z 所 圾 的 球面 蕉 并 上 -个 任意 点 ( 罗 1). HEED o fE oc 
"e Ü `° 


» 


+ 


* 
4 


Y 3-2 
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Sf ma Taste, H or K ex, M Gen Kf, docs rm = ffi 
JA. ex = V oxi—og. ARA MED, AEG In AY 
E) HTA HI. oe Bh, mue DIER, 亦 是 一 个 定 
IW. VIELE dree 的 距离 班 等 。 出 此， 根据 圆 的 几何 定义 ， 可 
以 断定 项 妆 是 一 个 加 ，c 是 它 的 中 心 ，cx EUER, 

大 图 和 不 面 经 过 球 心 ， 这 时 由 球 心 到 平面 的 垂 线 oc STEE, Pins IB] 
的 守 径 与 球 的 定 径 相等 ， 球 心 即 大 图 的 中 埠 ; 对 于 不 多 过 球 心 的 小 图 和 平 
Di, oe E K-T32, Dm ox<ox， 即 小 圆 的 个 径 恒 小 于 球 的 个 径 。 

稳 过 球面 上 不 在 和 章 径 两 端的 二 点 ， 仅 能 作 一 个 大 BL [XAR EE 
径 琐 顺 的 一 点 仅 能 作 一 个 平面 经 过 球 心 。 媚 球面 上 两 点 的 大 图 狐 长 星 作 
这 二 点 六 的 球面 距离 。 航 海 以 涅 作为 计算 距离 的 单位 ， 所 水 一 涅 即 是 了 
JR D ffi ut K [BI Ez. 

PARTIRSE, ALZA, AA 
RO, PRE AM ykuqqa 
HIE. BARR ARSENAL, DEER 
FACT PO) AA TEASER. AAA 
A E, KARENA PUTA, LAO 
KRF ER U, AMARAL SA B] MEE, 
A TARRA, UA BEE, AEREA, 

1.3 58. B. Zeg, BRE 

ETRE, DER IA, EU, HAR 
E ADHERE; Jonke: big, 1812, RE PD 
TD e ARMA, Hr PPo 是 这 个 加 的 精 ,P 和 也 是 它 的 极 , 极 P 
或 Po 到 图 上 各 点 a. b 的 球面 距离 ,是 由 标 到 各 读 点 的 板 距 。 概 距 反 、 候 
HSE. BEBE 90° RUIN, vlt oz, PA= Ph= g0°, 
ABJ P RARE, KA, KEKE, PERAI., ED, KAET 
WARE JZ, EE Ek IIS. 

14 球面 角 、 球 面 角 的 度量 
ELE Rënn, BERTOK Daun 


. Í ° 


dÉ 


+ 


作 球 面 角 的 边 ， KERRE AUH ION A 

m3, ABI PAP, PBP, 相交 于 P 及 Po, APB 或 AP, B UERR 
ist PE 球面 角 APB 的 Bn: 而 P BIS APB WA 点 ; KED 
PA. PR -是 APB BJ 35 PA, P,B AP 5 的 边 。 

球面 角 有 以 下 各 种 度量 的 方 洗 : 

a. KEF 耐 所 构成 的 一 面 及 (4 一 PPo 一 —B) 

了. 切 于 顶 ESA URI PT y); 

e EEE A CFTRI), E E POS AED 

f8(Q OQ). 


S2. 球面 三 角形 


2.1 mem 

球面 上 三 个 大 图 弧 所 构成 的 三 角形 ABC CE] 44) 则 作 球 面 三 角形 ， 
棋 成 三 角形 的 大 图 弧 上 册 作 球面 三 角形 的 泌 。 

一 个 三 角形 共有 大 个 部 分 ， 即 三 个 角 及 三 个 边 ， LEE äerer 
Ens, SE, F 180° 而 大 于 0° BEI ERE ER 
三 角形 ; 设 有 一 个 或 一 个 以 上 的 要 来 大 于 180%, HU FM "ELLE 
斯 一 一 其 图 第 "球面 三 角形 。 本 煞 材 所 涉及 的 仅 限 于 欧 勒 球面 三 角形 。 

球面 三 角形 购 项 点 常用 4、B、O Eet, W ARA LAMERA 
的 角 ; 各 角 所 对 的 边 风 用 aspve 表示 之 。 

对 称 于 A, B, O 务 点 的 天 辜 弧 所 构成 的 另 一 个 三 角形 AQBQC (= 
4b) MEREZA ABC 的 对 称 三 角形 。 各 对 称 部 分 相等 ， 珊 个 三 角 
形 也 相等 。 x x 
0 Km AR RA hi IAEA ARE, = PURA S 
形 ; ==, VR — 8H 90° , RE 
交角 三 角形 ; A 90^, V-IEERISIÉGA E 765. 一 个 角 及 其 所 对 沙 
其 小 ， 或 三 个 边 均 项 小 ， 呈 作 肉 的 或 小 的 球面 和 等 三 角形 ; 凡 不 具有 上 
述 条 件 的 三 角形 ， 呈 作 球 面 任意 三 角形 。 球 面 三 角形 为 上 述 各 类 三 角形 
的 就 称 ， 但 经 常 则 饶 用 作 球 面 任 章 三 角形 的 简称 。 


10 


图 
44 


22 AR=AB 
BRE = EE E Ka MS EREI S £570 ^ RE 


ZBE., HRRE—RKDEBJRGIRE Il Ai BC y HH re EA 
NAS AAA A y B'O ERA 2. Ç 
¿ARCE 5 )。 


球面 三 角形 各 边 均 小 于 90°, CADAT RE on 之 外 ? 
球面 三 角形 各 边 均 大 于 90?， 则 标 线 三 角形 在 原 球 面 三 角形 之 deed 
三 骨 形 的 一 边 或 二 边 小 于 90°, 其 余 的 边 大 于 90° pu 
面 三 角形 相交 又 。 


2.3 pRBER1= BJ 5 F4835 = 06556 

a. ERE HE 8 A MR AE X3 Sv snas E 

i ABC 为 球面 三 角形 ABO ons ON), HY 
0 ,b Vc 分 别 为 4 By O TANTAS, 顶点 A, BC 分 别 为 CPP vi " 
DIS. | | 

b. fait AAA A AUR fem sx inm, 


«di 


m 6 
H6, DB $ b ts, AR i BA =90%, CA =90°, 
但 球 心 角 A OB 及 A'0C 可 以 分 别 用 B4 及 CA 度量 , BibL A'OR— ADO 
—90'. Ze A0 5 OB ROC rm, Tí AO RETAKE PO A, X 
因 4 0 REKE BC 的 图 心 O, jk A'O ER JR] BC HUB, Al AXE] BC 的 
AH. PH RRE DB A AC DIS. CO 3 AB AER o 
c. HZ AA (88) ARABE ATRAER. Hp 


a+ Ais 180? | b-rF.5' = 180? e+ C'-180? 
Ara =180% .— Bb =180* C 4-6 — 180? 
ra ` =— 
TE STR 42, 40 AB 27 于 M, N, HAER BO AA BAC” 于 
H, K 
` N 
e. A'— H K, 
| RSEN 
但 HK-HC--CK 
Lem 
= OUT + 90° — BO 
=180°—na, 
故 a+ A'=3J80°, 
(AER b+ D' =180°; 
E e+ C' =180°, 
x E 0 BC, 


: 12 + 


AT — ^A CX 
B'C'—B'N-4 NC' 
QAUM 

=90 490%? — MN 


=180°— A, 
dër A+a'=180%, 
GET Bb =180°; 

Co z:180*, 


2.4 FEI IER S 

a .球面 三 角形 的 边 是 大 图 弧 。 

b .球面 三 角形 的 每 一 迪 必 大 于 0° 而 小 于 180"， 三 边 的 和 必 大 于 0° 
霜 小 于 360° 。 球 面 三 角形 的 边 是 以 它们 所 对 的 球 心 角 来 谋 晤 ， 对 球面 三 
角形 的 三 边 的 静心 角 则 位 成 以 球 心 为 贰 点 的 三 面 角 ; 由 立体 几何 已 知 三 
面 角 的 各 平面 角 的 和 大 于 0° 而 小 于 360"*， 蕊 球面 三 角形 三 个 边 的 和 必 
大 于 0° 而 小 于 360°, | 

c. ED SR E i up 3t' nnm FA E IAE. W 
= PE TR EE PEL CHE RI TP TET fto qn 9. 

6 .球面 三 角形 的 每 一 角 必 大 于 0° 而 小 于 180*， 三 个 角 的 利 必 大 于 
180° 而 小 于 540°. 其 超出 180^ EDUARD, 通常 用 E 表示 
Z, Bp | 

E=A+B+C-—180* 
CARTE BAS Suppen Ar 0° 而 小 于 360"， 对 于 极 炉 三 角形 自 亦 
E +e <360° 
[B a’ +b to  540* — (A+ B+0), 
St 130” <A +B+CO<54A0* 
EC LL TEA MA KRA, KADIK 
a. EL, XXX. 
| (AENA AA, Ee ABO, B>O T). EZ 
Jk DBO =O, 并 使 BD 交 4D 于 D, FÆ DBC 类 球面 等 腊 三 角形 , DB 
DO, 但 DDA, RA 4D+D0>4B, Bl AC>AB, 

现在 再 反 证 大 边 必 对 大 角 。 Be, DI 180°—8' >180°—0, E 

B'—-C', Bi LWBIPUSEEEBIS b«c, sk 180°—B<180°—0, BD HD, 


e 13 er 


ER 7 


53. REZANE 


3.1 球面 三 角形 作 图 概念 x 


2 14 e 


y 


AA 


RAPE, SES, ALES TAR MEP 


AI RO E A A oss 


EIA) TIERRAS, HARE, "rale 


URL, BARBADOS ESB AEREA OR. BRIT 


E TAX E X, EE 到 大 图 PEA, 2ë z j- x, Ijeh XERE 
z MIESHERCIIS), 25 X ger bist, ER + ERE 
MESE ER ap, BESAR ARCE. RIE BE 
YMAE, HSpoLanm ERES, BRA. 

3.2 基本 作 图 法 

a. 已 知 间 的 极 的 投影 及 极 距 ， 作 加 的 投影 。 

又 加 的 板 的 投影 在 投影 面 图 周 (49) , MEA a°, 


Po 


图 9 


Ci ABUEMBAEL 4、B 二 点 ， 使 POA4= POB= aS, 
CANE AB, AB 为 所 求 的 图 投影 
设 友 的 极 的 投影 了 在 授 影 面 中 心 (10) 。 


e 15 . 


图 10 


(1) 在 找 影 面 图 周 取 4、B 二 点 ， 使 4 人 P= 90* we， 
GOA 5 fe pb EE F PA, ZPAF RA A à da EN EI 
M 


CC 
Y 


BEN 


O 


e. 16 @ 


(GOOD) P AFO, Pa( gz Pb) ARIE ER, "Re, 
识 轩 的 极 的 投影 了 在 投影 面 上 任意 点 《图 11). 
C i JR PF MP Mai 
Cu ME LD EHF MM, FFEXBOEBIEJET 
Gii) pa = pb- a°, Hra btas E bB3EEIT-MM, Ze MM, F 
A É B; 
Civ) PL AB KERRE, #ZE]5RoKASIEIZR, 
b. 5 es o" 交角 的 大 圆 投影 ，。 


| 


e H 
(i TEEN Lë 1 , 作 直 径 ZA, MM, 相互 起 


(iD Mg=a°, Huh q f qQ EEF MM,, e MM, T Q; 

(iii) 作 AQ (Gs AQ) PPB E MM, F $ 

CAE AE, £Q KERHAM ARA, A 为 所 求 的 大 us 
Y. 


co {Teo 


E E E ATUS, 

ax. A Jdem Loi 
一 个 定点 《图 13). 

Cio i X lg Ë f 
MM, FFAA A 3E 
ET MM,; 

(11) 作 AX CX 
Ag X JE] SEIT. 分 ES, 
AC MM, jd 5 

Gi £ Pgaay AT 
于 Ado, aa, 为 所 求 的 
GE? 

pii. CARD 
侍 形 的 三 边 a.b.e, PERE 

13 O REAP. 
NE  BEARUHERIÍSRAM c VITA EDO BY TELLUS), 
Á 


"e g 


ww 


(i ) 以 0 为 中 心 作 投影 面 圆 局 ， 并 取 ABS; 

(ii 9l AR B ofi, 0 Ra EES, PERET C; 
(iii) fEX BI AC 及 BC 的 投影 ， 于 是 ABC 为 所 求 的 球面 三 角形 . 
BE 2. 已 知 球 面 三 角形 的 一 边 b.c 及 其 炎 角 A, FERIA. 
解 ” 谢 选用 球面 三 角形 的 C 边 的 大 围 为 投影 面团 周 。 

( 1) 以 0 为 中 心 作 投影 面 图 周 ， 兰 取 ÁB=C; | 

(i MEXIX AC 的 投影 ， 使 4C=5 并 与 48 Ñ À 角 ; 

(Gi) RANIA BC 的 投影 ， 于 是 ABC 为 所 求 的 球面 三 角形 

欧 选 用 球面 三 角形 的 顶点 4 为 投影 面 圆心 。 

CILA 为 中 心 作 投影 面团 周 ; 

(ii E AB—C, AC==5, , PERE BÁC=A; 

(iii) BE B,C AERA BC 的 投影 ， 于 是 ABC 为 所 求 的 球面 二 角形。 


(UE 2 EA 


Ze IF e 


(GLOD 
BES. TIREN e, b 及 其 一 边 的 对 角 4， 作 就 球面 三 角形 
m. 
QE ons En C 边 的 大 图 为 投影 面 圆周 。 


+ A 


(DI SS WIR a) 


e * Bilan 


(9 MEN ç EG) 


RE 


影 ， 


(i DO 为 中 心 作 投 影 面 图 周 ， 并 在 其 上 取 一 点 À; H A fK AC 的 投 
使 AC=b 并 与 投影 面 间 周 成 f; 

CRECER P5 以 mm, aA PARRY; 
GDP 0 为 中 心 ，0C EIER, ESA BE, 及 mos 

(iv) 连 0C.OmsOms， 分 别 奖 摧 影 面 图 周 于 xxxvvai 


Cv Lt x RATES TAR P1=x1P, zDs==z2bi 
(v DEARI B1C 及 BaC Ç 的 投影 ， 于 是 AG 及 ABC 为 所 求 的 球面 三 角 


形 (但 必须 注意 , 只 有 p 点 在 AX A, 范围 内 所 成 的 球面 三 角形 图形 ABS HE 
求 的)。 


误 选 用 球面 三 角形 的 顶点 4 为 投影 面 图 心 。 

(1 JJ 4 为 中 心 作 按 影 面 加 周 ; 人 

(11 ) 作 AC—b, #FfE Ar, {E CAX 一 4， 

(DUC OC EH APR ERAS Ar 于 Bi 及 Ba; 

(iv (EA RE B1C 及 B2C 的 投影 ， 于 是 ABC 及 4BsC 为 所 求 的 球面 三 角 


e 29 «^ 


vy 
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84. 球面 任意 三 角形 


4,1 球面 三 角形 基本 公式 的 征明 


球面 三 角 学 的 主要 任务 是 研究 球面 三 角 消 要 素 闻 的 相互 关系 ， 并 将 
这 种 关系 有 四方 程式 表达 出 来 。 用 以 玫 达 球面 三 角形 要 到 关系 的 方程 式 叫 
作 球 面 三 角 公 式 。 当 具有 足够 的 条 件 时 ， 这 样 的 公式 可 用 以 解 球面 三 


TE, 


E AE IS ES EEES EA 


e EE 


起。 以 这 三 个 公式 为 基 


HH, sJ PLS HPE ner 
ZAAR. 

” 设 以 球面 三 角形 4BC 
的 球 心 0 作为 直角 三 朝 座 
m EFRA) 的 原点 ， 
043; Zük, Y šh OY: 
AOB FH, Xd EQ CY 
AOB zm Cal 14), FE 
球面 三 角形 AEC 的 顶点 
C Ob rs Y 2, 

SEL Z didi xe AOB "E 
LR C, GE 
OBEST- OZ, JEfR OB 为 


Bi 14 


Z i HERRA p, Y OY” 与 0 的 交角 为 0, W X d ox 
则 与 OX pe, TEAR obs y. ei, 


e 930 


LEE 
zi =x J mjycos-Lzsine, 2 = —Ysine+- 2cosc 
IH pi ke BER PARE 
Y=0OC+sinb-sinA, Y=—0OC-sinb:cos A, | 2:2 OC * cosb, 
x'-— 0C-sina*sinB,  Y'z OC-*sina*cosB, e =0C" cosa, 


Wr pali CA Em z^, BUS 


sina sinB = sinb*sinÁ x 1 
sina. cosB = ccsb. sinc— sinb. cose» cos Á | a 2 * 
cosa = cosb» cosc -+ sinb» sine» cos A e? 


式 * 1 岂 f 人 而 正 起 公式 ， 它 含有 球面 三 角形 中 四 个 要 素 ， 基 两 个 6 
Fän mr AORTA, EA AER SERRE E, PA 
AE SHARRA ERE, EN 

| Sind _ sinB _ sinC | (1) 


sin G sin b sin e | 
X * 2 MERIDA, ERARA 由 五 4c 
3e PIZARRA, TIME SIG AREA, TX 
INDRE Kopie Aan ES, MURER RARA 
Se BDO, El 
` sina* cos B = cosb. sine -sinb cost» cos A 
sing» cosC = cose  sinb—sine + cosb* cosA | 


sinb’ cos Å = cosa sine —sina*cosc * cos 2 


sinb* cosl = cosc» sing — sine*cosd* cos B f ib 
sinc. cos A= cosa’ sinb — sina. cosb» cos J F 
sinc* cos B= cosb- sina — sinb-cosa «cosC 


BV * 3 IMEI, ERARIO DANS, DR 4 
RG), PARA, SPSS REIRME A 
AER DO AREA, EN 

cosa = cosb: cose -+ sinb’ sine*cosá 
cosh = cosa cose + sina’ sine*cosB. | 


COS? = cosa: push + sina: sinb*cosC 


e 21 » 


wy 


4.2 SIE ia 
Latar RIERA ERR AB ESE FEAR 
ABAJO. ROEDUERED 
Bu PM RR — A, RARE — IMBRE US, JE 
TAREA — REA. IH PH ZEE, HERA 
数 求 值 ， 所 得 的 两 个 互 为 补 角 的 解 不 是 在 任何 情况 下 都 能 适合 所 解 的 球 
面 三 角形 。 内 此 ， 御 定 适 合 的 解 就 成 为 杀 用 球面 正弦 公式 求 值 所 必须 者 
RENH. 
dE sure 


sinB= sinó: sin A 
sind 
Hee, Zä sina<sinb»sinA 时 sinz22>1, 4H sinp 不 可 能 大 于 一 ， 
Bh PL B 没有 解 ) 当 sina = sinb'sinA if, sinB=1, PIDB} 只 有 一 -个 解 即 
B=90%; Y sina > sinb.sin4 Hj, sinB<1, B 的 解 有 如下 几 种 情况 。 
第 一 种 情况 : 4-90", b«90*, 
o< W B= p, B,-180"— B; 
180 —b>uzb 一 解 BLA: 
180" 一 ba b em 
第 二 种 情况 : A«C90?, b>90°, 
180% —b>a <b MIR B,= B, B,=180°.— B; 
180° —bLa <b 一 解 180?— A«C B2» A; 
ab jf. 
第 二 种 情况 : 4>90°, b<90°, 
asb 无 解 ; 
180° Aach 一 解 AC-B<180%—A: 
180 一 b<a>b WE Bi= P, B,=180°— B, 
第 四 种 情况 : | 4790?, b>90°, 
180 —b>0>d Zem: — 
180"—b«asb —$ BRA 
ab RS B.= B, B,=180°—B, 
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bh St ERA PAN A.B H ir o, BIENBUESEAGKSS 


sinB I sima 
sin Á 


sinb = 
当 sim A— sinB+ sina Ë, sinb>1, 4H sinb 不 可 能 大 于 一 ， 所 以 b 没 有 
Si 当 sinA=sinB-sina 时 ，sing= TI， 所 以 六 只 有 一 个 解 HU 5-905; 
当 sin4 >sinB "sima Bš, B 的 解 有 如 下 几 种 不 同情 况 ， 
第 一 种 傅 况 : a<30°, B«:90? 
A<B 两 解 bm b, b,=180°—b; 
180"— > .42B —# bxa; 
180 —B<A>B WH, 
第 一 种 情况 : a<90°, p>930° 
180" —B>ACB WS bb, 5, 180*—5; 
1809— BS A< B —$% 180°—a<b>a:; 
AZB WIR, 
第 三 种 情况 : a>>90°, B<90° 
ASB fes 
180*— BZ 4> B 一 解 180 —a>a<a; 
180°—B<A>B RR b mb, 5, 1809 — b, 
第 四 种 情况 : a>90° 五 >>90。 
180°9— B> 4< B WIF 
180" —B8« A= B 一 解 b>a; 
AB WR bb, b, 180? —5, 
从 上 面 各 种 情况 看 来 ， 刊 定 正弦 丽 数 所 求 的 值 是 比较 复杂 。 因 此 ， 
除非 不 得 已 ， PERITO hy HR EA EA 


DIS A RAMA ABC, 4=s114°29”.2, 52269? 477 7 , A==154°419”,5, 


RBAN. 
E 由 了 而 下 政信 式 ( 1) 得 sins e, 


今 Aan, b<90°, Wi 180? - bab, 故 知 BAS, 
4=—41534°19” .5 Lsin 9.854 56 
b= 69947/.7 Lsin 9.972 42 


e 26 。 


a=114°29,2 Lcsc 9.040 93 
B:i=47"327 4 Ro=1532 27’.6 Lsii 9,857 91 


D? 
` (例题 4 附 图 ) 


A PIES. 敲 球面 三 角形 42C ， 
ENT: 4-—115^24/.6, Ez=64 51,2, 
a=101%33".7, R b YE, 


E AREER 1 28 


Ki 


y 4 Ga 101° 


5 33” 7 


1 
sinÁA 
4 a2>90, B<30, jfü 
180 D zÄ B, Zén PD 
BAR, H 180? -a>b<a, 

a=101°3%.7 Lsin9.99110 
如 一 64 51 .2 Lsin 9,956 75 
4 一 415 24 ,6  Lcsc0.057 51 
b== 75%06",5 Lsin9.985 16 


(EIRE 5 WS 


a 57 e 


4.3 Femmes, SIDD SSS SK 
S34 $1 FREIRA ARKAN ) 仅 含有 LER 面 三 角形 的 三 个 
边 各 古 个 舟 等 五 个 相 联 的 要 素 ， 对 于 球 画 三 角形 的 三 个 角 及 两 个 边 的 五 
ARRIAGA UE, WAC SIE, Ej 
sind + cosh = cos B «sin +sinB*cosC «cosa 
sin A «ens = cosl *sinB + sinC* cos ff, cosa 
sin De cosa = cosA «sinC -L- sinÁ* cosC * cosh 
f (2a) 
sm D, cose — cosl Sin d + sinC* cos Á* cosh 
sinC*cosa7- cos: sinB t sin A.’ cos P: cos? 
sinC + cosb== cos "sind Leni, cos Å- cose 
Hi Find zg, bm fan DER eer E 
AAA VIRAL Regen, Sr ALS GES 
IRE ERRAR ARARNAR ARERR, 
CHE? 
sind *cosb = cos: sin -+ siaB* cosC * cosa 


今 以 sinB 除 上 式 的 各 项 得 


sin A 
— + cosb = cte H* sinl -- cos cosg 
sinB S + s 


en A sina 
[H —— .. — 7 
sin 2? simb 


[CA HJE ctgb. sina = ctg B» sinC +-cosC «cosa 
ITATTA MVP MMS UU FER AA 
Ro EESKIRI 5003 3ESERDSETR, SA SA AER 
加 上 内 角 余 纺 与 内 为 余弦 的 乘积 ， 即 

ctga*sinb= ctgÁ*sinC + cosC * cosb 


ctga. sine = ctg A: sn? + cos D - cose 
ctgb* sina = ctg B sinf Leo, cosa 
cigó*sino = ctg 3* sind + cos Á* cose (4) 
ctgo'sina = ctgÜ »sinB-4-cosH* cosa 


ctgo:sinb = ctgC - sin Á-F cos A cosb. 
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UY 


EXE MA AA CG, TA IRE SOME DU ASE 
外 边 或 外 角 ， 实 际 上 这 也 就 是 已 知 球 面 三 角形 的 二 角 及 其 炎 边 解 其 余 二 
边 ， 或 已 知 二 边 及 其 来 角 解 其 余 二 角 。 例 如: | 

ctga = ctg A*sinB-*cscc-F cosBE'ctgc 

ctgb = ctgB- sind. cscc+cosA-ctge 

ctg A = ctga” sinb“ escl —cosb*ctgC 

ctgB = ctgb:sina* cscC —cosa » ctgO 
E ARRATEN, BUNDURUER, MARAE., MA 
用 到 这 个 公式 进行 计算 时 ， 除 了 用 和 差 对 数 计 算 表 外 四 ， 也 可 尔 用 辅助 


— MIU, DBACISUBCESS, 


BIE 6. HERE ABC, A=55°47, B==z49°317, C=110°15”, R a 


` ——— Y w a, 


O DNR RER Kalte, ERZE 


XtY=x( 1437) 


X 
Y 
| D 1 
ex log(XEY )logs--log( 1 *—) 
y 
_ _ _ 1 
M a=log( 1+-% )， b=log (1-3) 
Y Y 
na | logt 4 十 》) 二 logx 十 a 


log( » — y) -logx-T d 


IER (een logy) 为 引 数 ， 在 a diiit log (1 +57) 
| Y 


Dë, 在 6 起 给 出 log ( 1 ~ ang, 


ES 


e 29 0 


(ISS 6 HE) 


由 球面 四 联 关系 式 ( 4 ) ctga=ctgA'sinBcscc+cosBctge 
HA, 为 辅助 角 并 命 ctg A csccemcig M, etg 

"W n tg M, =tgA-cose 

于 是 ctgazzctge« csc M ,sin( B+ M A 


Azz 55^42' Ltg 0.16612 
C110? 15' L cos 9.55922 u Lctg 9.56695 n 
Mj--153705/.8 Ltg 9.70534 " Lesc 0.54440 
—2497^21/.0 
B-FM4-202?26/.8 ^ Lsin 9,58186 ^ 
a=72%42'.5 L ctg 9.49319 

EN HI MODEM Y: 
由 球面 四 联 关 系 式 (4 ) 


e 30. 


例题 7. SURE FUE ABC, a==95%29" 7, b—105?55/, Cu=143%46".2, 


A A fait, 
M 


* + o + + _ f | 
ctga==ctgA+sinB:cscc+-cosPB:ctgC => I -II 


A=55742' 
B=49" 21" 


C=110%15' 


a=72%42" 4 


Leg 9.85588 
Lsin 9.88007 
Lesc 0.02771 
9,74166 

Ê 9.75155 


Lctg 9,49321 


143*46" 2 


(例题 7 HERD) 


Ecos 9.81587 


Lctg 9,56695 n | 


9.38080 


+ I — 10.36086 


le m — Ñ 


HERA SX 4) _ etgd=0tga-sinb.cseC — cosb» ctgC 


ñil ctga. .cseC==ctg M 4*ctgC 
Ej) te M _y=tga»cosC 
PE | cta A-—ctgC.csc M 4:sin(b =M 4) 
4-95?29'.7 Lig — 1.01682 » | 
C—148?46'.2 Loos 9.90669 " Leg 0.15597 m 
M 42:85711/.9 Lig 0.92351 Lesc 0.00307 e 
5—105*55.^0 | 
b= M 4—22?4',.1 Lsin 9,58624 
A=4117° 557.7 o Lctg 9.72435 a b 
APA AROS G ERE SER F: 
由 球面 四 联 关系 式 ( 4 ) 


ctgA=ctga+sinb»0soC—cosh»etgC= -I-H i 
a==95% 29^ .7 L ctg 8.98518n 
b==105°53.0 Lsin 9.98509 Lcos 9,43724 n 
-145746/.2 Lcsc 0.22839 Letg 0.13508 a 


9.19466 n 9.57252 
—1—11 0.57766 œ 0.15202 a 
4-117555. — Letg 9,72434 n 


4.4 球面 余弦 公式 

球面 余弦 公式 有 加 种 不 同 的 写法 ,而 每 种 的 写法 均 有 其 单独 的 意义 
公式 (8 ) 是 指 球面 三 角形 一 个 边 的 余弦 ， 等 于 其 余 两 个 边 余 半 乘积 加 上 o 
这 两 个 边 正弦 和 它 的 夹 角 余弦 的 连 乘 积 。 今 将 公式 ( ARO, HUS 
AREA DAA ARTE, METGEMTSRSMSDAGEECANEDEIDRED 。 o 
HÈ, RURA ERREA, N | 


COS(L— cos b. “cosc ` 


cos A= —— 
sinb» sinc 
cosb--- cosa * cose 
cos B = ——— (3a) 
sing” sinc 
COSC— tost" cosh 


cos Ü =—— 
. #ingssinb ` 


7 e 82% « 


«v 


RAOG 8 RET ELA RT EE IAE ibid, TN 


AAG HIE RFE &nER BE — REP cR 48454. 


今 以 枉 线 三 角形 的 关系 代 太 式 ( 3 ) 及 (3a)， 又 可 得 到 另外 两 契 球 面 


RIZAI, EN 


cos A 一 一 cos B*cos C -- sin B-sin C-cosa 1 
cos P = — cos A. cos C 十 sin Á+sin C -cosh (3b) 
| cos C = — cos Á«cos B+sin A“sin B-cosc j . 
| cos g = ES 4A 4- cos B*cosC I 
Hu . sinB*sinC 
cos B-t cos A*cos C | 
sb dades C (30) 
| €os O 4-cos A-cosB 
e CoS c = 


sin 4: sin B 


公式 (3b) 适 用 于 已 知 球面 三 角形 的 二 角 及 其 所 夹 的 边 求 第 三 角 的 信 ， 及 


， 起 (30) 适用 于 已 知 球 画 三 角形 的 三 移 求 边 的 入。 


应 用 球面 余 弱 公式 进行 计算 时 ， SIS RINA I HE ELE CORO IE 


TE 〈 亦 可 用 和 差 对 数 计算 卖 ) 。 


例题 8， HEM ABC, 5—100?51'.7, c=53”28' 0, Á=14 24,2, 


AR a inh. 
Bx. 


ERROR 5) cosazzcosb« cose --sinb.sinc« cos A 


以 Ma ARES, TER 


tg M,¿=c0s A'tg b 


x FE | m cos a=c0s bisecM,«cos(M, =c) 


A=1424 .2 Lcos 9.98615 


b=100°51”.7 Ltg 0.71698 a 


M,—1011Z.5 — Ltg 0.70510 
Cezbä 28.0 
Mam c==17?44” 3 
4 一 49 17 .7 
ADUSURB AUC EGISSET Ts 
所 球面 余 臣 公式 ( 3 ) 


Lcos 9,27517 n 
Lsec 0:71148 ^ 


L cos. 9.82771 
Lcos 9.81436 


e 33 ° 


cosa= Tos. -cosc Leit sinc. cos4= — LEI 


 A=14%24 2 


b=100"51'.7 


PI 5. 


¿==55°28/. 0 


a=49717'.8 


Lcos 9.97517 
Ecos 9.77403 

| 9.04990 5 
-I+II 0,83337 


Lcos 9.98615 
Lsin 9,99215 
Lsin 9, 90439 
9.83527 

€ 9.95107 


Leos 9.81454 


BES HE) 


ARAN ABC, a-70^20.8, dD=38%28'.0, c=51°47,2, 


HAY, 


? 


由 球面 余 忠 公式 (3a) 


a=70° 20,8 


e=51%41/ 2 


07-23 23.0 


Lo am ` £ 
cos A= sa cosh cos 


— $1n5b* sinc 


1g M seca: cosz«sinb 


cos A==ctge+cscb ‘CSCM y sin(5— 2 4) 


Leos 9.79237. 
Lsin 9,79383 


Lsec 0.47524 
Lee 9.89770 ` 
Lese 0.20617 


us 


Ma=48%54.5 Lig 0.05944 Losc 0.12282 


b= M q= —-10?26/.5 .. | . Lsin 9.25824 ^ 
A=107%477.1 ` Loose 9.48495 M 
t l ~a » a A T 


(EIS 9 EQ) 
KRAN AF: 
HAERIB A EIS a) 
; cos A Cosa — cosb «cos; 
| sinbesine ——— 
A A + + + .. 
BI cos 4==cosa-cscb+-csce— ctgb' etg =I -J 


a=70° 20.8 Lcos 9.52676 
b—38?28';0. Lesc 0.20817 Lets 0.09991 
(an Lows 000555 Lo 9.83770. 


e 


9.85526 8.99761 
1-11 0.15955 P 9.48755 n 
A-—107547 4 ^ i Lcos 9.48494 n 


b—51?4045", s B AE, 
Et | 


DS 10. Greg ABC, 4—32856/15", C—107 46/46". 


(60% 10 附 图 ) 
BIÉREDAREZGXGb) cos B==—cos Arcos Csin Asin C: cosb 
命 tg M p==secb-ctg A 


FE cos B=cos A cso M g:sin(C ~ Mg) 


=51°40’55 — Lsec 0.20758 
A=3858'15// Leg 0.09210 
Mg=65 2150" — Lig 0.29968 
C==107°46746”” 
C — M p44? 24 56 
B==52°50'10” | 
E SE ER EE AC ER? 
HIP E At ab) 


L cos 9.89063 
L csc 0,04872 


Lsin” 9.84501 
L. cos 9.78442 


+ — ` + + + 
cos B==— cos A»cos C+ sing «sin C. cosb=+TI+-I I 


—51?40'55" Lcos 9.79242 

4-—38958'15" Lsin 9.79859 
C-107?46/46" ^ Lsin 9.97875 
9,56976 


. 36 e 


Lcos 9.89069 
Lcos 9.48480 s 
9.57549 8 


œ 0.21466 LIEU 0.19427 
B=52°3010  . Lcos 9,78442 
例题 11. SERIA ADC, A=142%18/20", E=33 3305, 
C==41°1717”, R c pi, — ee 


8E 


* 


CUBE 
 BIERBERERZGX(3C) cose ee B 
rd | _tgM¿=sec C- cos A«sin B 
FE cosc==ctg A«csc Becse Mo-sin( B+M.) 
C=41°17’17’”  Lsec 0.12415 | 
A=142%18'207 工 cos 9.898553 % Los 0.11197 m 
—55^553'05'! Lsin 9.74248 Lesc 0.25752 
M¿=149%47'58"" Ltg 9.76494 "n . Lesc 0.29844 
D 4-14, 185221702" Lsin 8.76678 M 
ELA Lcos 9,43468 
AEDURRY MESA MIA: 
出 球面 余 兹 公式 (5c) 


e 2T > 


cosas C95 C --cos A: cos B 
sin Asin B 
ED x cosc==cos er csc Á* esc B-+ctg A-ctg Bex 41-11 
C==41°17'17” Ecos 9.87587 
Ac-—142?18/207 Lesc 0.21564 Log 0.11197 n 
Bz-35?55'05'" Lese 0.25752 Lctg 0.17857 
0.54705 0.29034 » 
B 9.08769 +I—II 0.056659 
cz274^12'40" Leos 9.45472 
4.5 REFERRE, PRRPGEAG BRAGA 
IX Eks REES, "EECH ACE Ino 
函数 的 和 。 故 华 正秋 函数 (Half -versine,fli'E Hav.) 为 一 与 余弦 函数 的 着 
Ban, MEER AAE (Sub. haef-versine, iB Shav.) DS 
Haya = +(1—cos a) Shava = +(1 + cos z) 
HavA—-z(1—cos A) — ShavA-——(1- cos A) 
而 Hav a = 2-(1—cos a)= i1 cos( 180 — a) ] -- Shav (180 — a) 
Hav A—-E(1- cos A)= -+[1+ cos( 180? — 4)]  Shav( 180? — A) 
或 Shava--1-(1-Fcos a) = -E[1-— cos( 180? —a)] = Hav( 180* —a) 
Shav A = + (1-4 cos 4) = 11 —cosí 180? — A) 1 - Hav( 180? — 4) 
SERA 3 ) 已 知 
cos Q= COS bcos c+ sin b*sin c*cos A 
TY Hav a - --[ 1— (cos bcos c+ sin b-sin cos All | 
去 [1 一 cos hecose— sinb'sine(1—2Hav AN) 
= E [1 — cos(b—e) --2sin b:sine* Hav Al 
| .. =Hav(b—e) + sin b- sine- Hav A 
MERO ATARI PIERA A 
I : > Hava= Hav(b-—c) +sin b+sin e*Hav A 
Hav b = Hav(a—-c) +sin a'sin ée Hay gd (5) 
Hav e = Hav(a—b)+sin a'sin b-Hav 2 2 | 


|! 


x Shav a =-4(1+cos a) 
== * oor becos c+ sin b- sin e° cos n 


SEN cos? > + sin dl 


* COSG ° ( cosi 


"M" cos? : d S y 


— sin? 


=f cos? S [1 +cos(b—0)]+sin"-É 11 4cos(d+0)] } 


=-4 (14-cos Ai, S [1-4 cos (0—c)]4+-3[1+ cos(180*—A)]- 

| [14 cosCb 4-0) x | 
= ShavA:Shav(b—e)--Shav(180* — 4)-Shav(b4-0) ` 

MOERTELE P8 Sn E a 
Shava = Shav A+Shav(b—c) + Shav (180? — 4) * Shav(b +e) 
Shavb= Shav B*Shav(a—c) 4- Shav (180? —B):«Shavín +9) (6) 
Shave = Shav C * Shav(a—b)) + Shav (180? —C ) -Shavla +b) 

S BEREIT E enk ICC 5 ) 移 项 之 后 ， 得 
Hava—Hav(b—0) 


lav Á = ' - | 
sin De sin ë 
Hav B= HP Hav(a—e) 
sin (L * sin G 
Hay C = Hay C ~Havla—b)_ 
sin a'sin b 


但  Hava— Hav (b—c)=V Hav(a +b—c): Hav (a—b-—e) 
Hav b— Hav(a—c) — V Hav(b +a—c)' Hav(b—a-——e) 


Have— Hav(a—b) = V Hav(c+ a—b)- Hav (e—a—b) 
代 大 上 式 则 得 球面 三 角 彩 角 的 侍 正 矢 公 式 


Hav A=cscb'csce: Vis H7) Hav(a—b—0c) | 


TT P AE e 
— M —  —À— quá ey 


Hav C —csca* oseb ir Hay (c—a—b) 


e ZC e 


ER PER ANACO rl RL ES Dan, MEREEN 
HUT TARO E(Admirally Navigation Manual) 中 。 $i 
ES 如 Jnmau's 对 数 表 ， Morie's JAR, SEAS 
ERREK. ROUX PIERA 0" —180* DEBER, m 
Jumau's HAKEE PERICIA. MERA NAL 0" 一 
8° 范围 之 内 ， 对 数值 在 172" 一 180"” 范围 之 内 ， wiet, FEE 
图 之 内 ， 以 全 正 笑 陋 数 定 值 ， 其 精 果 并 不 精确 。 下 面 的 例 旺 将 证 实 这 样 
例题 12. ERAN ABC.a==55°15'157 550^ 1729" B 4^ 48/48" 
Ange, — O, 


. ls = : - DH Ta D 
£t TED Ru teo oit Votis c. 
f A a o» ` ` ge e T ` x - L "a 


k . . . . f a Lj P 
- 7 P ' ` to . 
7 l7 ToC - 
* 
D 
- - 4 D = 4 
. - or à 


0533*13/15" 2 
Dt 15 ` Be 45437 (5 


! B 
À C=30° 1729" 


(RS 12 (GH 


HIFRINU Et elt S) Hav b=Hav(a—<)+sin asin ce Hav E B: 
B=4°4345" ` — LHav7.25102 
as==559157157 L sir 9.75868 ` 
Cux30717/29"7 —— L'sin 9, 70278 

=. LHav6,67248 
N Hav 0.00047 ` 


e 40 e 


a—¿=2755746” 
3"5100"<0<3%51/30" 
本 题 杰 可 用 球面 宇 正 闫 补 角 公 式 求 解 。 由 公式 ( 6 ) 得 


N Hav 0,600066 
N Hav 0.00115 


Shav bz=Shav B*Shav(a—:) 4 Shax (1809 ~ B)»Shav(a-+c)> 


ü2-2355:13'15' 
c=30°17 29 


&~ 一 "一 22557467 


L Shar 9,99972 


2 十 5 一 63 "` ST AË L Shav 9.85914 
D-44345"! L Shav 9. 99926 
180° — B=175 16/154 ` a L Shav 7.253102 
~ LShav 9.99898 L Shav 7.09018 
N Shav 0,99766 | m 
‘NShav0.00125 . N Shav 0.00125 ` 
b=3°49'00” "N Sav 0,99889 í `. 


ut: H DIE CR b RANIA 5?50/51.4'" | E 
PIS 15. RORIS 46C,a==150 12" , 54^ 16^, c=174044", ACA 
hf 
E. 


B 
(例题 43 HS: 


e #1 à 


HESE Bar 7) 


A r 


0—130*12^- L esc 0.11702 
b=54"16' L ese 0, 09058 
a b=75%56' x 
¿=-174"44 
5 十 4 一 5-250540/ +L Hav 4.91158 
-c=a— b=38%48' + L Hav A 88040 
176%25"<C0< 176 27 L Hav 9,99958 


sf: HUESJESECRSPC Bf 273 1762727 ,8", 
4.6 球面 侍 角 公式 、 球 画作 边 公 式 


HERIDA AAA 
cos À _ eos a—cos b:cose — 
⁄ sin b'sine 
但 cos A= Zeit. 
as 2 À _ _ Cosa- a —cos b: cos e 
改 n sin besine 
__ cos(b— c) — cos a 
sin D :sin O 
` = Zsin+La: +b—e) sinz(a—bH+e) 
+ sin besine 
E 4 / “sin (a+b—e)+si sint (a — ENS 
E =y sin b*sin € 
fp 4-(a4b--e)—p 


GRARO  —+(H+Le—3)=(DP—a)= pa,d(a—bteo)—-(p—b)-p 


J-(a-Fb—e) z(p—6) = Po 
ICA EC rk Est 
4 AS ç 


oA / sin pp'sin Po 
2 y  sinb:sino ` 


-~ orar y ccnl 


nm sin > =y “sin Pa*$m p. Pc (8) 


sin G * sin G 


- | ! o — / sin fa sin Di 
sin ER =y sin a. Sin D 
EPR RE fk j 180° 而 天 于 0°, Änn SEN 
恒 为 正 值 ， 公 式 的 根基 前 为 正 号 ，。 


又 | cos Å= 2cos2 ; — 1 
A cos d — cos b* cose 
2 A -一 -一 -一 -一 一 一 
改 2cos 2 1 sin De sin c 


_ cos a — cos(b-- e) 
sin b+ sin 6 


— 2sin-dl-(a 4-b +e). sin- Cb 十 上 一 oi 


sin De sin c 
B cos 4 =y. .sind(atbc)smk(bke—a)" 
| 2 sin b*sin c 
EN 


Aiet beis be al pa 4(a— b+c) = zi TEE n : 
E 
| 2 ein D. sin sin P-sín Pa 


cos 
—sinb-sin«e ` c 
一 B sin D, en in P, i ` 
IR] ER COS — sin Pisin Po ( 9) 
2 ` sin as sine 


C duy ES sin "sin P-sin sin ER 
sin oO: sin  sina-sinb |. 


H 3-4 8 2934 ER NEPQUNKMMEN 
| ag ET 
A 873 Y ESA 


cos 必 一 - COS b: ` Cos C 
D cos Ae ——— 


sin D* sin ë 


e 43: ve 


 — in —— r w — O RS — 


a Ay sin b* tin e— cos a+ cos ü* cos c 


a — ——MÓ À "mE 


sin b*sinc---cos a—cosb*cose 


`w. ‚Ő — U] l ` ^ —À 


cos.a— cos( b E 


Ye cos(b—c) t cosa. cosa 


L EE 


个 
Hla+bte)=P,Hb+c—a)= =p, 1 -(a—b4-e) — = Ph, 2 (a+b-e)= =P, 
(ALEA 


tg A ET sin Pp: SIN Le 
sin P'sin ER 5 
: o DP sm P, 'sin dz Y 2 | 
[BER t. / EM Dco ` e ` 
| š 2 =V in sin Dain Pp (10) 


tg- O Li spe sin MT sin sin Pa 
sin Dei sin Pe 


2 


REENEN, WARENA. o 
SREZA NN 8 ) 一 (10), 并 并 命 P=. PUTEM 
€) Pj,-€(BtC— =4), Pa=k (4— =B+0), ec? 2(A+B—0), F ⁄ 


龙 得 

球面 人 半边 正 续 公式 

sin a J — cos P-cos P, 
2 sin DP, om CÇ ` 
A ` cos P-cos Pg | 
a al Hu 
sin ic 一 cos P* cos Po Po 
sin Aen B 
ESE 


e 44 e 


' cos Pn+*cos P 
cos -—— = BC. 
2- sin B-sin C 


E =y °° cos Ly COS Po | (12) 


9 — sin Asin C 


e uy -cos Parco Pg “cos Pa:cos Pp 


COS 
sin Asin B 


a — cos Pr cos P 4 
2 cos Pp*cos Po 
b 


GEET) eos Pon Pg (13) 


/ —cos "y "cos cos Pe 


e 
tg— = D 
2 cos P 4*cos Pg 


EPR EIERE 1800 MATO KEANE 4 
RIERA, ARENA ES, 
PRAT DER ER, RAA E= 4 十 BC 一 


-—180*(2,4d), are pa=90°—( A), Pg-90"— 
O) SEN (0-5) 将 这 些 关系 代入 球面 个 边 公式 
(1)— asy. mE x 


EE) 


sin B:sin C. 


ci A š 2 à 2 (14) 


sin Á*sin C 


o y sin g . a o 
sin 一 - =: ey _ 2 4 
2 


sin AÁ. sin B 


# 45 A 


Wë 


MEN - | = 一 — 
/ Dina" e sid B— — ) 


°. | 


— 


E 
W A— Dl nde ERA 


x B= EN, EC C E 


a y a — — — Pl 


sin B- sin C 


la), so sin (0-7) (15) 


一 一 mo. 


CES) 
A n sii B wa 


sin 4A-sin 3 


sinl 


cost. Hc 
2 


FE 


a) 
" S sin( C— x ) 


2. 


— —r— —ÁÜ "— — ^ EN 7 


—a— 一 — — 
— 
ki 
05 
—- 


— n. ge 


2 
Bé A~ EEN TC B— x5 | 


E E 
ABC, a==82243 20", b= 
—104^59'10' ¿044 57407", 
GE OT 

P Hrsg fran 
接近 于 0 ” PERIE 22 Ok 
定 的 接近 于 90 49 44 7 88 ES 
4, BUE, HIERE, 
SST, AAA 
85. ARABE PAEDAR 
(1038388258 F: 

a= 82%43' 207 
b=104°59'10” 


(例题 14 BIE) mE ccm 44757749" 


w 48 o 


2P —229?40'10'* 
P-114?50'05" Lose 0.04215 Lesc 0.04215 Lee 0.04215 
P.= 22*06/45" Lesc 0.27448 Lsin 9.72557 Lsin 9.72557 
P= 9?50'55"7 Lsin 9.25511 Lesc 0.76689 Laun 9,255311. 
P.= 72?52'25'" Lsin 9.98051 Lan 9.98051 Lesc 0.61959 
| 2Ltg 19.53000 2Ltg 20.51492 . 2L tg 19.02092: 
Lig 9.76500 Ltg 10.25746 Ltg 9.51026 


-=30" 127157 t =61°04'04” < =17956'50” 


| A=60°242307” — B-—122'08'08/ C=35%53'00* 
Dn 15. SORIA ALC, 42657 20.0, E=132720.'0,C==50*08.'0, 
E E AE, 


e 


(例题 15 Ha ) 

8T FER PEOR F: 
A= 6320.0 
B==132720.%0 
Cz 50?08.'0 
2P=245%48.'0 


e AT e 


E= 65'48.'0 


Ee 52254.70 Lsin 


50 26.'0 Lan 9,70461 


0.00591 


99?26./0 Lee 


有 一 -一 -一 -一 


17714.'0 Lese 0.52832 


Co == 


2Ltg 19.97378 
Lig 9.98689 


a ° > 
2 ==44 08.1 
a==88°16.”2 
由 公式 ( 8 ) 得 


sin 


sin EM 
2 


ii 


sin—— 


HAC 9 ) 得 


COS 


* COS 


B _ 
Si 


由 公式 ( 8 YX C9 ) 得 


sin 


COS 4 I 
——-" sin—— 
2 


2 2 


e 48 . 


9,735494 


一 一 一 一 一 一 -一 
.,/ Sin pp'sim Po 
?2 — sin besin e 


! sin p-sin pa 
sin b-sinc 


L csc 0,29539 


Lsin 9.99409 


L. csc 0.52852 
2 Ltg 20.55274 
 Ltg 10.27657 


b `. 
—— 62 06./7 
2 


b—124^43.4. 


4.7 iB)fR A Et, HBRb^RdH AM sk 


sin Po 
^ Sine 


y 


Lsin 9.75494 


Lsin 9,75494 
L csc 0 29559 
L esc 0.00591 


L sin 9.47168 


2L tg 19.50792 
Ltg 9.75396 ` 


AT 
2 2934,'5 


c=59*99.'0 


, d sin Pa*sin Pe 
sin Ge En c 


(1) 


sin p= sin pg 
sin a< sin c 


(IL) 


CIT) 


(IV) 


CIO CHO, ZEIEN 


. 65 
n sin o o 
”一 一 一 一 一 * $1n 一 一 一 一 
Con y Hr 2 
in — 
. 2 
(HÚH)—( 1). ZHENG 
a+b 
, OS- P" 
4 72 9 E 
di : = ¿e Sin 一 一 一 
cos Los , ° 
os — 
2 
Co — CIO, ZHUIBB 
si "P 
H f 
-— C 
si 一 -一 -——* COS -— 
Sit 
( 0 )-F CIV), 并 化 简 得 
。 EST: 
CUS 一 人、 一 一 
sin AEE = _ A cas 
2 ane Č 2 
cos ° 


A ai a au 2 — w... ....... ——— TT sm  sFwYU e en ` 
ps 
þm 
' w] . 
; ar? 


ARONUI ERDRE (Delambre's Analogies}, SZAT) 
让 的 任意 一 个 方程 式 除 另 一 方程 式 ， 则 得 识 比 尔 相 似 方 程式 (Napier’s 


Analogies): 


tet CA— -B)- = 


TEE 


tg-t(a—b)- 


tg (a+ b) 


过 去 (4 一 B). 
tg$ (4 十 五 ) 


2. SICA ERE n — DIGAN, 3 或 


sin a—b) O 
nD E 
cos-1-(a— b) $ 
costar) 08 5 
sin 4d—B) E 
singl A+ A+B) 9 


cos 3 (A--B) 


cto E 
BEER 879 


ig. z (4 6) b) 


tex (a+ +) 


(18) 


二 角 及 其 来 这 


的 球面 三 角形 时 ， 因 为 是 由 正切 务 数 定 佳 ， d 


e 49 » 


O BH 16. DIE ABC, as=a59°09', 43°33, Bu8034', MRR 
面 三 角形 。 


cu A 
- ff," € 
€ =59*09" 
| Bagg” 


CA 16 HHE) 
由 多 岂 尔 相似 方程 式 (18) 有 


tgd-( A--C)-c0s- (4 — 2)* sec4+-(a-Lc). tg 
| te4-(A-C)=sin4- (a c) C5 c4-( a -c )* oe. 
ed (A-C)=tg84- (45) >cigh(a te TE - 
—, sin (AHC) «esed 4 — C)«tg4-(a—c) 
tg——=cos4-(A+C)sec-3( A—C) gb apo) 
a==59%09 2934.05 
c==4833' =4016.5 


$ia c= 5718./0 L cos9,99814 L sing. 96555 L tg 8,96739  Lig8.96759 
a+c)=53%51, '( L seco, 22922 L csc 0.09287 L ctg 9.86565 L tg 0.13655 


B . 
Bmg’ 24' Ce 17.'0 L ctg1.12553 L ctg 1.12553 


s DD e 


EF 


A=144%14.'7 4(44+C0)=87*27,'6 Ltg1,35239 Ltg 1,35289 Lsin 9,99953 


L cos 8,64669 
C= 50?40,/5 +(A—C)=56?47,'1 Ltg0,18393 L tg 0.18393 L csc 0.07747 
L sec D. 26139 


b=12 58.'6 qoe L189.04444 Etg9.04443 


$5. 球面 直角 三 角形 、 xU 
- HEAP 
5.1 球面 直角 三 角形 公式 | x 
根据 球面 几何 关于 球面 三 角形 的 定义 ， 凡 有 一 个 角 为 99" 的 球面 三 
角形 ， 就 是 作 球面 直角 三 角形 。 设 球面 直角 三 角形 ABC, C=90°, F 
是 sinC=1，cos C=0。 将 这 样 的 关系 代入 前 节 所 证 明 的 球面 任意 二 
形 各 公式 ， 划 那 些 公式 就 成 为 适合 于 C fs 90? 的 球面 直角 三 角形 的 
BART, 


T TIGRE 1 A TI EE AER Abee 


球面 任意 三 角形 公式 E SE AX 

sin a+sin B=sin b.sim A | sin gesin B==sin besin A 
sin agesin C=3im cesin A | sln a=sin cesin Á - 

sin besin C=3in cssin B sin b=sin c«sin B 

sin a«cos C=cos c«sinb—sin c»cos becos A cos Á=tg betg c 

sin becos €—cos c«sin a ~ sin c«cos acos B cos B==tg a-te c 

sin cecos 4 一 cos a «sin b —sin a»cos b,cos C sin e*cos Á—sinb-cosa 
sin ecos R==cos b»sin d —sin becos arcos C sin c:eos B=sina+cosb. 
sin A, eng b=c0s Besin C+sin B*cos Cocos a cos B=s3in 4A+cos b 

sin Á+cos ¿==cos C-sin B4-sin C«cos B+cos a sin A.cos c—cos Pecos q 
sin Becos 4=co0s Assin C+sin ÁA+cos Cetos b cos Á=sin Becos a 

sin Becos ¿==cos Cesin A4-sin C-cos A+cos b sin Brcos c 一 cos A«cos b 
ctg assin b=ctg Assim C+cos C,cosb — sin b=ctg Á.tg a 

ctg b'sin a=ctg Besin C4-cos C.cos a | sina=cig B-tg b 
-Cos czzCos a«cos b-E-sin assin b.cos C COS a=cos b. cos c 

cos C= — cos A=cos B -Fsin A»sin B«cos c cos c=ctg A«ctg B 


ée Bl e 


上 次 所 列 的 是 C 为 90? AEREA ZABA ARAR UCET 
TLUEREALE ERA (Napier s Rules) Wéi EARRA AZ E M 
KS SERIE BET Hio. GE 15), ERIR 
[Sr GEERT ANIHAN E CIS ERRAZA, HAN 
IRA MARTI 90" A, NUT. Si3E SUE PDT STR. 

ZRI E-EN, STEMZEREDORES 或 等 于 要 
对 二 要 素 余 引 的 乘积 。 

ARI. ERMITA, REGA 53 a AO 

^, Gët Ce SRA ES 152893 fa, 

根据 上 述 两 个 法 则 写 出 的 C 为 90° ERE f6— EE ABC 的 各 从 
式 ， 是 和 从 球面 任意 三 角形 各 公式 所 导出 的 一 样 。 


根据 法 划 号 出 的 公式 PRISE Pc RASA 
, C90? =90° 
siná4==c05(907--A) «cos(90”-C) sinasin. sinl 
sina=tg( 90°-B).tgb sina= ctep.tgb 
. sinb-cos(90?-B)«cos( 90? -C) smb—sinBesinc 
sinb—tg( 90?-4)-tga sinb—ctg A-tga 
sin( 90?-C )2cosa- cosb | COSC==COSt* cosb 
sin(90%-G )=tg8(90%-A)»tg8(90?-B) cosc=ctg A. cig B 
sin( 909—4) —cos(909—B) «cosa cosA=sin B+cosg 
sin(907-A)=tgb+ctgc cosdz-tgb-ctgc 
sln( 90?—B )-:cos(90?—4) cosb | cosBsinA- cosb 
sin( 90? -B) —tga-tg(90?-C) |  cosBzetga«ctge 
cosa»sinb--cos(90?—C) -sin(90?-A) cosa«sinb=sinC+«cosA 
cosh» sin(90°~A) =c0s( 90 '-B)*sin(90? -C) cosb:cosA=sinB+cosC 
cos(90”-A) .sin( 90^-C)-cosa*sin( 90?-B) sinA»cosC=cosq «cos B 
cos( 90?-C )+sin(90-B)=cosb»sina glat? cos Be cosb.sina 
cos(90?—-B)*sina--cos(90?-A4).sinb  . sinB+sina=sinA+sinb 


= E 
实际 的 应 用 中 ， 没 有 必要 写 出 所 有 的 公式 ， 只 要 根据 已 知 的 要 环 ， 
按 法 则 写 出 含有 所 求 的 要 素 的 公式 使 可 。 例 如 球面 直角 三 角形 ABC, 


`. 59 e 


, m 15 
B-909, Elita R O , 求 4 角 并 和 车 出 4 与 三 个 边 的 关系。 . 
Hrs EE EE 


Pn i 
sin(90?-4)-cosa*cos(90?-C) BD cos. zs cosa* sinC 

cosa’ sinc = cos(90°-8) «sin(90%-4) EJ cosÁ = cosd. cscb sine 

5.2 REA SI AES 

球面 着 角 三 角形 的 要 党章 的 关 和 条， 虽然 没有 平面 瑟 舟 三 骨 形 那样 音 
弛 ， 但 也 不 是 完 双 沼 有 规律 可 以 掌握 。 我 们 可 以 从 球面 本 角 三 角形 的 公 
式 的 分 析 ， 得 出 这 些 要 素 彼此 并 的 关系 。 

RAMEEZ ABC, 0=90% ,根据 法 则 得 


cose = cosa * cosh 


x 


e 530 


e C-<907, cose AMEfT, EN cosa- cosb 的 积 必 为 正 值 ， XRB a 与 5 位 

一 PR, +A RISE SCH + C > 90° y COSC Z; 84 Tí, BI cosa ,cosb [i^] f 
nsu. HA, ú 5 bDAXERBEICRISNIERBA, d PMA DLE ARAU 
ANTA: 


| 


I 
Í «9p? 390? | >90° 
—P FAT | 
a | <90 | >90° x «90 | Op 
| Ir EE GE 
b | «90? | >90°™ 之 90° | <90° ` 


H iX OT PAPIAS Hh RTS TAKERE RARE 
对 直角 的 边 小 于 907, 则 其 他 一 边 位 于 同一 象限; 对 十 FB) DX 
于 90"， 则 其 他 二 边 位 于 不 同 象 限 。 
ARE, AAA 
cos Á =sinB -cosa 
由 于 B JA 180 而 大 于 0。， 因 此 sinB 恒 为 正 值 且 小 于 1， 这 样 就 使 
RB cos4 与 cosa 必须 是 同 号 且 cos A 必 小 于 cosa, Sr 
a= A« 90^ 
G-A 790? 
GEZ b< GC 90^ 
bb >90° 
DEL f6= TE SERES 
BAMSER, ETER; Si 907, Rj) 
“于 或 等 于 所 对 的 角 ， 角 大 于 90"， 则 边 大 于 或 等 于 所 对 的 角 ， . 
HJ TXERRA LE TR A f6J Zi ARE 
DIE, UB nä rh, 选择 出 适合 TC, 
HE 17. SEKATA 角形 45C， A=90° ,C=46°09”.0,a=117"117.8. f 
RKEAIBIE PC GE, | 
Bt Gen 面 直角 三 角形 ARH UKA EL HIS KEA H, a= 
— 34711.8, ED a>90°, 根据 5. 2 的 分 折 , RI HIRE RISCOS, IH o 必 


€ 54 e 


= 


185 It, MC<90, Zén) et 907, Mb>B>90% 
fr Te ehn EN, (CIE 角 三 角形 的 法 划 作 图 ， ZE oP 
面 直角 三 角形 的 公式 ， 然 后 进行 计算 。 


cig BzztgC «cosa 
tgb=cosC+tga 


sinc==sinC«+sina 


=ctg Botgb 


(例题 17 HHE) 
Cz46709.'0 — Ltg 0.01744 [cos 9,84059 — Lsin 9,85803 
4-117^11.'8 Lens 9.65996 » Lig 0.28916 " — Lsin 9.94915 


B-115?26.'6 Letg 9.67740 A NS 
0=12633.'9 Ltg 0.129754 lig 0.12975 
c=39%54,'0 — Lsin9,80715 dh Jsin 9.80716 


例题 18. Stëmme ABC,B=90", A=115*48.'3,a=127%37.'6, 
y SEEX TE SE, 


e 
sinC==cosA «seca 
V 
sinb--cscAesiua 
. | | sinc=ctg4+tga 
| ==s1inC «sinb 
A =115°48,”5 Lens 9.63880% Lesc 0,04562 Letg9.68442% 
a =127 57.6 Lsec 0.21450% Lsin 9.89875 Ltg 0.11505" 


C, 一 45?28.79 Ca=134%31. 1 Lsin 9,85310 — 


e 55 4 


(例题 18 BRE) 


Di 一 118?25./4 bo=61"36.'6 Lsin 9,94435 Lsin 9,94435 


cr==358°50.”9 cə=141°09. 
BE 19. KRHA ABC, C590? ,b=90°8, 8, c=89°17,”5, ën 
ff. 


S 
' f  sinBsinbecscc 
b--90?58./8 Lsin 9,99994 | € 
c2289?17./5 Lesc 0.00003 | 


— 90?37.'0«:B«:90?48,/0 Lsin 9,99997 | 
ic PIRBIEBH 4 BRE EET 90? Bf, PC KS SRP BS, 


在 此 种 情况 下 ,必须 利用 e( 45* +) LEB 的 关系， 进行 


"H 1—si 

演算 ， + Ge 得 确切 的 B 角 的 值 。 HRANT: 
o BN 1+sinB 
+ GE a 


e 585 + 


ki 


所 以 


(例题 19 BHRI) 


sin B = sinb» esce 


te( 45" +2 EE 


1 + sinb’ csec 
l— sinb- esce ` “CSCC 


ml 


tin (eb) . 


sin F (ctb). 


e (c—b) 


cos (c+b) 


| =+/ 8 (+b) dE (e—b) | 


0::89^17/80"7 ` y 744788 der 


b=90°58'48” 


1 NN 
s T5)- 90?08'09" 


3 74572924! ⁄ 


Ltg 2.52519 n 


Lo») 250/39" 
° = — 005039 Lctg 1.83166% 


2 [tg 4.45678 


e 51 € 


45* +- 7 8939/41: 90?20'19'" lig 2.29839. 
| B — 89?19'22/' s 90%40'38” 
[X b2290?, BEDA Bon", B-90?40'38" 
53 球面 直 边 三 角形 公式 
ERIS EE AN, FIDA = PTI, HIER 


EE ERA A: 


RER EE A' BC C'=90° 球面 直 边 三 角形 ABC, C=s0° ` 
sina*=sinA'+sinC* sind -ssina:sinC 
sina' =ctg B" -tgb | siná=ctgb+tgB 
sind'==sinB'+sinc” sinB=sinb «*sinC 
sind'=ctg4' + tga’ sinB=ctga+gA 
cosg ==cosd cosh” cosC=-—cosÁ+cosB 
cosC' =ctg A! «ctgB' | cosC= — otga. ctgb 
cosA' =s1nB? cosa cosa=sinb»cosA 
cosA'=1gDb'ectgc” ` cosa=-—tgB+ctgO — 
cos B'=sinA" »cosb' cosb==sina+»cos B 
cosh'=tga! + ctge! | cosb = —tgA-«ctgC 

cosa’ e sinb’ 2ssinc' .CosA’ : cos d» sin B==sinCe. cosa 

Cosb’ » 6os A! —s1n B/ «cosC/ cos B*cosa ez — sinb*cosC 
sind’ «cosC' —cosa/ - cos B $iua«cosC s ~ cosA«cosb 
sinC" «cos DI —cosb » sina sinG+coshb=c0sB+sinA 
sinB” sing” =sin4' «sinb^ sinb»sindz-sinassinB. 


从 上 性 所 列 的 球面 直 边 三 角形 各 父 式 看 来 ， 除 除了 一 些 公式 多 了 负 号 
之 外 ， 其 余 不 论 形 式 或 一 数 的 关 邓 都 和 球面 直角 三 角形 的 公式 相似 ， 因 
此 前 面 的 十 个 法 则 ， 也 基本 上 可 以 适用 到 球面 直 边 三 角形 ， 

KE ELA E QR 
17) ERROR REA na fn BIJP13t 90^ masc 
SEIL TR. PA 


¿ER 1 ERRE, ran RETIA. 


. 58 ° 


ERA. GE DADA 
ERUN ERE. AR IAE iS 
乘积 ， 等 于 另 端 要 未 入 站 二 闪避 郑 更 素 正 引 的 乘积。 车 相 联 的 四 个 要 事 
SIS Fän TER, ARA A. 
Hg bESERPIEHIUHVC Y: 90? REUZ ERRAR, MEKI 
列 的 完全 相同 。 即 ` 、 


IM 17 


根据 法 则 号 出 的 公式 RADA 
lk d C90? 

sind==cos( 90? —a)*cos(90? =C) snii-sinagssinc 
simA-tg(90? —b)-tgn sind-ctgb-tgD 
sinBzzcos( 90? —- 5)-cos( 90? —C ) sinB-sinb:sinC 
sinBastg( 90° —a):tgA sinmB=ctg2 tea 
sin(90%-=C)= — cosA- cos B cosC= — cas. 4. cos B 
sin(90? —C)== —tg(90? —a)-tg( 60? —b) | CosC— — ctga-«ctg 
sin( 90? —à )2xcos( 90? —b):cosA | cosa=siub-» cos. 
sin(90? —-a)- —tgD-tg(90" —C) Cosd— — tg; e cteC 
sin( 90? —b)=cos(90° —a),cosB cos" =3ind«cos B 
sin(90? —b)= —tgA+tg(90° —C) cos = — tg A«ctgC 
«osA-sinBezcos( 90? —C)«sin(90? —a) cosA.sinB=sinC. cosa 


cosB«sin(90? —a)— —cos( 90? =b). sin( 90? — C) |. cosB» cosa — sinb-cosC 
Xos( 90? —a):sin( 90? — C)—- cosA-sin(90? =b) | sina*cosC-- — cosA.cosb 


€os(90? —C)=sin(90° - b) —cosBsinA sinC:cos;2-cosB*sinÁA 
cos(90? —b) «sind cos(90? — a)*sinB sinb«sinÁ-—sina:sing. 
I ` e 59 ° 


BH 


5.4 SERA PHASE 
ERE fy, ABC, C =90°, Mie DIS 
cosC = = —cos4-cosB 
34 0—90?, cosC HIE, AAA A 所 DI cos A’ cosB DI T8 
Et, BBA 与 也 必须 位 于 不 同 象限 ; 20 O22905, cosC 为 负 值 ， 
cos4. cosB 的 积 应 为 正 值 ， 即 4 与 五 必 须 位 于 同一 象限 。 这 些 可 以 由 下 
E ES 


0€ x «90? | «90? 790? 290" 
4 x «90? 290? «90? x 90? 
. : 
B | 90? | «op? | «90? x 90 


MEE os ES RE: 
x3 55898/]-T 90” ， 基 其 他 汪 角 位 于 不 同 象 限 ; ie ih Ry A X 
于 90°, 则 其 他 二 角 位 于 同一 象限 。 
根据 法 划 ， 又 可 有 ININ 
cosa = sinb’ cos 4 
EF b J 180" 而 大 于 0 ， 所 以 sing E SE ELTCT 1, BI cosa 必 小 
于 cos4 且 为 同 号 ， 故 x 
x ALa< 90 
A>4>90? 
DES ! Bzcb« 90? 
Bzb90? 
AUREL FEEEGETHT AS — 2E 
ANA SANAR; dT 90”。 则 和 角 小 于 或 
等 于 所 对 的 边 ， 边 大 于 90”， 则 和 角 大 于 或 等 于 所 对 的 边 。 
例题 20. 说 球面 西边 三 角形 ABC "b=90°"， c=43%19".6, C=34%88'.7, 
o EQU OR 
Hë 


e 50 ° 


sina =coscesecú 


sinB= csce¿+sinC 
| sinA=ctgcrtgC 
/ | ==s1na «sinB 
j 
/ 
(例题 20 PRD | | 
C45" 19 .6 Lcos9.86181  Lcsc0.16558 Zeta, 03838 
C=34 58: .7 | Jsec0.08476 Lsin9,75472 Ltg9. 85949 


21—62*12'.2 45711747 $ lsin9.94687 | —7 — 
B1=124°05'.3 B,=55°56'.7 Lsin9.91850 Lsin9.91830 ， 
A,=47°06'.5 Ag=132%53',7 Lsin9.864874-— — ———— sing, 86487 
BUE 21. ZRADE ABC, a-—90?, A=167%23', B-—12754', RER 
ya IRIS Ant HUP C FEE, 
Wr 


* 


coC= — cos/d«secB 
4-167? 25 Lcos 9,98958 i 
B=12%31' Lsec O. Lsec 0.01045 


0135 <C<01937' — Lcos 9,99983 n 
由 于 所 求 的 C 角 相 当 小 ， LALA EE 


T—cos? 
D, TUe L oy mm au, IIe, 
| 2 ] + cost 
te H Leni 
T KR =y 1+cosC 
MM -— cosC = — CosA. sec B 


. Die 


A! 


A ,4*1601*22' 
DI awe 
B=12°3t" 


Bp - 


"e 
(例题 21 附 图 ) 


、 E 7' ¡+ cosA. secB 
MH mE “8 2 "Y 1--cosA-secB 
a 1 3 
y etg (A+ B)retg z 4—8) 


4=167%23" <L = 83241730” 


B=12°31 --=8%15'30" 
+(4+8)=89%57/00", L ctg 6.94085 
+(A—B)=77°2600” — Lctg9,34814 

| | 2 L tg 16.28899 
C = 01° 85/54” St =00°4757” L tg 8,14450 


$6, 球面 初等 三 角形 
6.1 JEF = ABR 
FAS FDA EE (Maclaurin's Theorem) AFIERE, 43%. 正切 


a 62 >œ 


GERS RR EE 


sin &—4—. 41 Ter T + 
y? y? X 
cos z= 1 "ar" 41 T 
errar l sl up E EE 
BAR 6 iw" gr 


stb 的 哩 位 为 弧度 。 当 * 的 值 相当 小 ， 且 对 ox 的 精确 度 要 求 不 是 十 分 
严格 的 情况 下 ， 采 用 上 述 般 数 的 近似 式 、 即 x | 


f vi | 
slm +£ = y cos4—71—75- tor=x 


ATRAE 245 FB, PARRAL Ya Bl: 


X-—sinxc x x= | 1— cos 4 一 s=  tgr-r= | y= 
| x | 
0 .1 | 12°83” | 0.1 25°51 | 0^.1 9^57' 
o. 1.0 6%54 | 0.01 8057 | 1.0 | 5°29' 
17,0 196 | 0.001 2234 | 17.0 MI 


6.2 小 的 球面 初等 三 角形 
恕 小 的 球面 初等 三 角形 ABC 的 三 边 都 相当 的 小 ， 划 在 一 定 的 误差 
范围 内 ， 下 面 的 等 式 是 尤 许 的 : 


sin 0 =a sinp= sinc=c 
2 2 2 
a b C 
cos a= 1 — —— cosb=1-- 一 cos C zu] — 


2 2 2 

Brit AL 
| sind _ sinb _ sinc 

sind sinB ` sinC 


应 用 到 小 的 球面 初等 三 角形 ， 由 于 a、b ne 都 相当 的 小 , 公式 可 以 写成 


298 b 1.4 (19) 
san A  sinB  sinC 19 


EN E WE ftp B IEP A RARA 43187. 


. 63 + 


im EL ek RT DIES R 
a? =b -te -Ihrer cos A 


Db oe aeeoo p — (20) 
c? =a? 4+ 0D? —9a-b:cos C j 
SS BJ DL Ge 
a=b. cos C 4-e*cos B 
p=areosOtecosd p (21) 
` 


ez aq. cos B+ b+-cos À 
H k, BJ 5, SS NT, Strang AE E, TOA 


面 三 角形 而 进行 计 赏 。 | 
烈 然 德 卫 定理 (Legenire's Theorem) 永明 了 球面 初等 三 角形 和 平面 


三 角形 的 关 有 是 
q, = aR b = b R e,=cR D. pR 


x 8 | 
And E B=B~- 3 € Erd 180° 


这 里 的 ape 4 BO ERES 5320515 em, R Brand, o, bo 
A, B, O: STI — TEE EAS fS, mi ORT, 


E] 18 


HESE AER GRIS REENEN BEE RAS E 
Z DARA. 


由 三 角 公 式 有 
sin A-A, = Sin 4 . cos 4 -= COS 4 à sin 4: 
2 2 2 2 2 
但 sin =) = x (P,—e) 
"ĉi ` 


cos --- = ~- 
| d 0*4 
Ë A ia E e | ' | | 
sin 一 -一 = E AR 
¿ e ' b t P Ci | 
| l1h—-;.— * 810 —- 
m "R R 


inL wu 0 
COS 4 = o R E: — 
2 » by , si | 一 
k R un R 
代 大 前 式 并 化 简 ， 基 有 C f 


= -—— s 


CT" N—h . 56 
x| y PiCPs— a )sin —R L. ncm 


/ 


, D P, 
Y / (8 b,» (2, =e )sin—y-* sin nl 


EE AE 


3 
SIN £ = X— — 


6 


所 以 e 1 x 
2 / pe 5 b? N e ci 
y AR GREAR 6h/ 


P,—b WEOE —b) FPhp,—e Del. 
x ly aa] E BEE 


-f n BENE? Ba (a j 
y @, b, )( p, a "e: GARS 


FEE, HI 


a Be GP " 


EE 


i hey ( kl 1— GEN 
x dy [ 1 E NS 


y G- GH E | 


EET ta, #FDLS AC P, CP, DC 5 Hi; 


, d — —A, _ — = ( db Tei 
$1n 9 = a 了 十 129R? 
A— 
或 As Zi csc 1” 
BD A— 4, = csc 1” 
"mm | i BB 8 S, o "n 
LB 1 = 3 Rš * esc ] 
| €—0, => ese 1” 
三 式 的 和 (ARROB O) S. ese 17 
但 (A1+B1+C,)=180” 
(4--B4-0C) - (A,--B,--C,) s A+B+O0—180° 
= É mE 
即 00 AR cl'2E 
A 
D | B,= 3 
E | 
C Q= 3 


se DD e, 


ARTERIAS HAT PARTIR 100 公里 的 地 面 三 角形 
的 角 ， 其 误差 不 及 0'.1, 这 样 小 量 的 咀 差 ， 在 实际 应 用 中 是 完全 可 以 
S$HXSCMN. 

6.3 容 的 球面 初等 三 角形 

股 宁 的 球面 初等 三 角形 ABC, a HZ b fu c 是 相当 的 小 (519) , 显 

BR a 的 对 角 4 也 是 相当 的 小 。 


根据 球 而 五 联 关 柔 式 ( 2 ) 得 


sin à e cos B= cosb - * Sin c— sin b * cose ° cos A 


En sind e cos B =sin(e—b)-F2sin b - * CO8 C e .sin2 4 


因 4 是 相当 小 ，2 sinb. cose» sin? L o 项 可 以 忽略 ， 于 是 


sin(é—b)= sina * cos B 
Ba En, MOORE, Briten RAN 
可 以 写成 
| (c—5), =a" cos B (22a) 
又 根据 球面 正 该 公式 1 ) 有 E 


s Die 


sm A _ sina 


— 


sin B sin b 
因 AK a ERR UIN, :所 以 
e sin B 
et 
但 ` | bse—(c—b) 
. ú sin B _ 
所 以 4-67 mfe (e—5)] n 
_ a sin B 
~ sinc» cos(e—b)— cosc : sin(e—b) 
因 Ce 一 b) 的 其 很 小 ， 所 BLcos(e 一 了) =1,sin(c 一 耻 = (6 一 5) R 
_ a sin B — o o 
 Sine—(c=b) cose | | 
= Qs , [1 te ierg o: 


. . since 
展开 [1 一 (c 一 b)ctg ef", HR Hp Pp, RI 


A= sin B ein B | a(e—b) sin B-ctgC. (23) 
sinc ! sin € 


H e H a JA, Wa 和 4 又 是 相当 小 的 情况 下 ， 
a(e—b)+*sin B:ctg C 


I — gra, PRA 的 第 一 次 近似 可 以 写成 
| x A E, ZEN (94a) o 
现在 再 来 研究 (一 bY 及 A 的 第 二 次 近似 。 一、 a 
Dën — sin(e—b)= sina cos B—2 sin b « cás'cr eit o — | 
由 于 (c 一 5), a 及 4 都 相当 小 ， 所 以 (c 一 6) 的 第 二 欢 近 八 可 以 写成 id 


A2 
(e—b)y= ü cos B—. 3 e sin b ° cos C 
| BERRO ! a cos B= CAN 2e | 


由 式 (24a) 及 球面 正 层 公式 得 
s A= Gesin | à ^ sin B 
加 sine °  .Sinb 


» 563 * 


所 以 (e—b)y=(e—b—-— — sin b * nos O - a s sin B . a sin B = 


sin € sin b 
° 
=(c—b), PM , etg € (22b) 
- > _ a sin p a(e—b) + sin B» ctg € 
由 式 (23) 得 A=— Tt Se 


个 222 4 42), (65) a cos B(22), KDA A REZAR 


A,= AÁ ta * a cos Ë + sin B * ctg e * cesce 


2  . 
=A + * sin 2B * ctg e-csce (24b) 


. » o . 
BY Aar sin c= Ai e sin "十 一 * sin 25 + cta co 


AMOS, A 


sin Á * cos c= cos C * sin ËB + sin C * cos B * cos a 


或 sin A * cose—sin (C +B)— sin € e cos B sin? 


由 于 4 及 “是 相当 小 ， sin A=A, dai 的 项 可 以 忽略 ， 于 是 


A * cose=sin(C + P) 
=sin(Cn—.B) 
式 中 的 Cn 35 C 的 外 角 , 即 Cr= 180° —O ¿Y a 是 足够 小 , 则 (Cn 一 
DS ch, FÆ sin(Cn— Di (Cn— B), Se Aan AD 
(Cn—B),=A * cos C ( 95a) 
上 面 已 有 


sin( + B)= sin A * cos e+ 2sin C * cos B «sin? a 


BI sin(Cri— B) = sin Á * cos c+ 9sin C * cos Pin 
则 宅 的 近似 式 可 以 写成 
(Cn—B)=A ° cos ec » 


e sin C + cos B 


e 68 e 


sin ë 
"q ' BEEN LEL 


sin Ç 

| osne 

由 (24a) 有 am sin B 
所 以 a= A , — sin? c 


sin Ë + sin Ç 


| A _ o | 
所 以 (Cn 一 B) 的 第 二 近似 (Cn—B)a=(On—B)s + sine *etg*B 


(255) 
EXISTIR ESTACA AA Mau. Pinkki 


三 角形 ABO 由 于 某 种 原因 ， ATP Ab, EFE ABC 
ZER ABO, (520) a 


内 为 OO HE BC. 
BC, 是 相当 小 ,所 以 BCCi 
是 一 个 第 的 球 曾 初 等 三 角 
W. RAA (225) 可 以 
得 出 由 于 ? xh 的 误差 Ab 
Eis IRE RJ a 3LERZS 
Ba = Ab, cos C — 


AP? 
> gin? C'ctga 


(262) 
而 由 于 4b AS ER PS 


E 20 AB.sin a= Ab: sin + 


abt | 
+ > sin 20 + ctga (26h) 


例题 22. 发 球面 初等 三 角形 ABC, a—00950'.0,02-102? 12,3, B==61° 
57.0, Ro oC 
- nM 


e 70 e 


P4 


— 90730” 8 
j j 219 3 B 
i C10 B 61°57? y | 


A| 
{例题 22 附 图 ) 
| 周公 式 ( 224) | (¿=b) =a.cos B 


所 以 公式 (225) 可 以 生成 
| (c —b j} m= cos 万 一 sins Bectg c 


但 公式 中 的 5 ELUNE, URS ADAL) CISH, 分 、 BRE 
RAPER 


z 
D 


1 , 8 / = a 4 a! 2. 2 B. 
zi 09:7. PT (575) eg ç 
b - 
—bY, =g’ scos B — 1 e (G) asin? B. 
或 (e—b), sa' «co 554177 sin? B-cig c 


a=00%30",0 log 1.47712 as=00°30',0 zlog 2.95424 
B=61%57/ .0 Lcos 9,67232 B==61%57',0 2L sin 9,89146 
(cb) =00%14.1 log 1.14944 —c=102%12,3 L cg 9,33505 n 


1 ` w 
1 (a^)? $1 2 Oa? >, 
Z o sn Eect ¿== — lo . n 
2577 tg 00°0 .02 & 2.54545 


So Gb), 0014 12 (7007007 .02) 


e 719 


=00°14 07. ta 


de b=c (6 —b) 
==102%12'18 .0=00%1407"".2 
==101°58’10” .8 
| (»sin B 
BELA ABI 
4= arsin B AB sin 2B+ctg cresc € 
sinc 2 
, al «sinB (a)? — ,te ce 
n 和 一 一 一 TE A sin 2B«ctg c«esc c 


a= 0050.0 2log 2.95424 
25-:123?754/,.0 — Lsin 9,931909 
L ctg 9,33505 n 


a=00°307.0 log 1.47712 
B=61°57.0 Lin 9.94573 
£—102?12/.5 Lcsc0.00992 c=102°12”.5 


mmm ín e —  — o 


A =00%27.1 log 1.45277 e=102%19',3 — Lee 0.00992 - 
1 - 
log 4.16270 


8375.4 


E «sin 2B« ctg ce csc c==>00%00/.024 log 2.582009% 
2. A==00%27".4-+(—00%00'.024) ——— 
| ==00°27'.076 | 
==00°27'047.6 
87. 球面 三 角形 解法 
7.1 解 球 面 三 角形 的 一 般 步 歧 
据 据 球面 三 角形 已 知 的 要 素 求 解 其 余 要 素 的 方法 ， 岂 作 球 面 三 角 范 
解法 。 解 球面 三 角形 的 必要 条 件 是 ， 必 须 在 六 个 要 素 中 ， 知 其 三 个 要 素 
的 值 ， 然 后 应 用 前 上 [所 导出 的 公式 ， 求 其 余 责 素 的 值 。 
球面 三 角形 解法 可 以 分 为 大 种 类 型 ， 即 | 
1)p3ànmn RERÁ; f 
Damp, Ri: ` | | 


e 12 s 


83) 已 知 二 边 及 其 夹 角 ， 求 其 余 二 角 及 一 边 ; 

4)E Ap IRR GUX I, RRR XR fii 

5) 已 知 二 边 及 其 一 边 的 对 角 ， 求 其 余 二 角 及 一 边 ; 

6) 已 知 一 及 及 其 一 及 的 对 这， 求 其 余 一 边 及 一 角 。 

不 论 是 那 一 种 类 型 ， 演 人 解 的 步 凤 都 是 一 样 的 ， 即 

VAR. MHRA, RREH, E X 

XT ESOS CRGA (RB BE DS, 

2 根据 已 知 的 条 件 ， 选 择 解 该 三 角形 应 用 的 从 式 。 [GERE STE 
ës DI Al AR. HARE Ae OS fb, MERAL 
o . 

DRAAK, SIDEC, men, ESAS 
TUE, EIA ARO Aert, 

7.2 已 知 三 边 和 的 球面 三 角形 解法 

讽 已 知 球面 三 角形 的 三 个 边 4 bc ，“《 落 其 中 有 一 边 为 902， 则 该 二 
角形 为 球面 下 边 三 角形 ， 完 的 解法 已 见于 例 : 是 20 一 21)， 解 该 二 角形 的 
方法 有 : | 
DAREPAEDALCIOR ABC 各 角 的 值 ， 即 


A _ sin Pp * siu P, 
tg—=1y/ ——— — 
9 | sin P + sin Pg ` 
B sin Pg * sin Po 
tg Y 一 一 ~ 一 一 一 < 
2 sin P < sin P; 


t C -J sin Pa - sin P; 
d 2 sin P + sin P, 


Entre ABO 各 角 的 值 ， 即 


595 


wi 


Hav A= csc b-cscc y Hav(a +b—c) . Hav(a —b=<) 


PATA — 
Hav B = csc a° csc c `V Hav(b-+a—<) e Hav(b—a—c) 
Hav C = csc a4-esc by Hav(c + bes d Hav(c—=a—b) 
3) ERAN RABO 各 角 的 值 ， 即 ` 


* T3 e 


cos Á= (cos a-cos b+ eos e)+ ese b+ esc € 
cos B= (cos b-cos a° cos e)*csc a° csc € 
cos C = (cos e—cos a° cos b) * csc ascese b | 
E) ROS, DRAR PAEDAH RAR 
ETA, HEKTENE E, 


例题 25. KAMZA ABC, as=150°427, b=54°16, c=174?44/, EA 
球面 二 角形 。 
解 iii RENE AMARA, DEET 


zm 


(例题 25 阶 图 ) 
呼出 所 求 各 角 的 售 ， 均 应 大 于 90"， 而 C 角 且 按 近 于 180"， 这 和 下 面 演算 的 兰 果 


在 符合 的 。 现 在 条 用 球面 宇 角 正 切 公 式 (10) 进 行 演算 :; 


a=13042' —54916/ c=174%44" 

2p=359919 | 

p=179%6" Lesc 2.15607 Lee 2.15607 — Lesc 2.15607 
Pa=49 24 Lese 0.11960 Lsin 9,88040 Lsin 9,88040 
P»7-125^20' Lsin 9.931458 Lesc 0.08842 Lsin 9.91154 
办 一 42?52/ L sin 8.92859  Lsin-8,99859 Lesc 1.07141 


4 JA e 


2Ltg 1.11584 2L tg 1,05348 2L të 3.01946 
Ltg 0.55792 Ltg 0.52674 Lig 1.50975 < 


| 5 , f C Ü 
EE —-=18 26 25.2 -3 7788 13/44" .1 


A=149°05/457.2 P146 Gemen! A  Co176 2728.2 
ABEE ER ESA EE: 
a= 130° 19 L ese 0.11702 L ese 0.117102 
b=54*16' L esc 0.09058 L esc 0,09053 
c=174%44 L csc 1,03720 L csc 1.03120 
a+d+e=359192' | | 
b4-e—a-98"48' -L Hav 4.83040 +L Hav 4.38040 
a—b+e=950°40” — --L Hav 4.91158 SL Hav 4.911538 
a+b—c=9%4/ — —-LHav 3.92859 -4D Hav 3.92859 
L Hav 9,96795 Z Hav 9,96321 Z Hav 90.99958 ` 
4z149?03/40" B=146°53 00” 176%25'<C0<176%27' 
IST Lëns ZE, DRA A HE PIRR tei e 


ER 


7.3 已 知 三 = 角 的 球面 三 角形 解法 
驶 已 知 球 画 三 角形 的 三 个 角 4 B C, CERRAHA 90* , 则 该 三 角 ， 


形 为 球面 浊 角 三 角 法 , 它 的 解法 已 见 例题 17-19), 解 该 三 角形 的 方法 有 : 


t 


1) HPERET2PIP EJ: (16) WE gn 


sin — a) 
a 


tg 一 三 


2 REESEN EH 


sin BEES sin( EC 
sin P" ES (oy) 


. 0 
ke 


sin Dale 
" 2 AA 
sin (45): sin( E 


2) RER AER (13) x a b c dedito Ep 
— P: Pos P, 
tg H TM — cos y 


—Q— — — —— — a — rn -— 


cos Pg * cos Po 


t e = ` EN *. 

5 2 cos DA, cos Po 
to / 一 cos P» cos Po 
x j cos P 4* cos Pg 


3 ) 用 MAMAS a be XB. PU 
cos Ges (cos Á-L-cos Ë + cos C) vese B + ese C 
cos b= (cos B-Fcos A + cos C) - ese A . ese C 
cos c= (cos C --cos A * cos Di, esc A - esc B 
上 上面 三 种 演算 方法 的 比较 ， 以 杀 用 球面 华 边 正切 公式 (16) 所 得 的 
精 果 较为 精确 ， 手 炉 亦 较 简易 。 
, 例题 24. ERERIÉLZ UD ABC, A=142?18'207, Be33083/05"", C==41°? 
1717", HERA. 
ñ G'Snssn, MEHRERE ELSE: R=: | 


¡IED dd 


(例题 24 IRI) 
* 76 « 


从 图 中 可 以 估计 出 5c 二 边 崔 小 于 90%, Hú 4 边 则 大 于 90 。 HER 用 球面 中 
边 正切 公式 (16) 进 行 演算 : 
=142°18’20”"  B-35:8505" C==41°17’17”  E=37°08'42” 


E 1834917 — Lsing,50811  Lsim9.50311  Lsin9,50311 
2 
A -2 =123%45/59" Lsin9.91995 . Lesc0.08007  .Lcsc0.08007 


B- —14^58 44" Ł csc 0.58760 — Lsin9.41240  L csc 0.58760 


F 


C E =22°42”86” L csc 0.41324 L csc 0.41524 L sin 9.58676 


2L tg 20.42388  2L1g19.40882 2L tg 19.75754 
Ltg10.21194 Ltg 9.70441 Ltg 9.87877 


82724. RT =37%06 18 


4—116?54/48' b=55°427247? c=74°12'36" 
4.4 PAREADO ER 
AURA gb 及 其 来 角 C，( 落 其 中 有 一 边 或 一 角 为 
， 期 层 兰 角形 为 球面 直 边 或 直角 三 角形 ， 窑 的 解法 由 例题 17-21)， 
arem AERUDDNS 
00 TUHÉSHURSÍBUSES SQ AB K c B 


tg A+B = cos ah * Sec Ab. ctg C- 
2 : 2 2 
tg ETE win A. ose UE ,tol 
2 2 2 

C a—b AFB A—B . 


tg tg sin E eese E 


2) IER ES, RIAA, RERKRRAM BS T BÉ e 
ffi, rte IC EK A ME, EP 
tg M=tg b + cos C 
tg Bztg C + sin M- esc (a— M) 
tg ex tg (a— M) + sec B 


sin Í = sin B » siu c + csc b 


. 717. 


REECH OM ECKE EL 
Ser IEACASRUDDHORNUEMRASAOD)R AER, D 
Hav e= Hav (a-——b) + sin a * sin b * Hav C 
EX  Shave=Shav (a— 5) +» Shav C + Shav (a+ b) - Shav (180? —C) 


Hav A= csc b * esce d'Ge (a+bg)- Hav (a—b—e) ` | 


| /— I  —— R 4 aa 
Hav B= csc a * esce y Hav (D+a—e) * Hav(b—a—e) | 


Re sin A=sinO + sina » csee 
sin B=sinC + sin b ° cesce 
DIZE, AA CRUS deem, El PERRA 
角 所 对 的 边 及 该 二 已 知 边 的 一 边 的 对 角 ， 所 以 常 可 条 用 第 二 种 方法 ， 这 
种 方法 在 球面 天 文学 中 ， 解 天 文 三 角形 时 亦 是 常用 的 。 至 第 三 种 方法 ， 
虽 维 便 三 泛 为 航海 界 所 条 用 ， 但 宅 的 缺点 在 于 中 正 矢 国 数 的 角度 接近 于 
D Hf, RARER CHES, 而 角度 接近 于 180^ ff, 其 对 数值 的 变化 亦 
GE 因此 在 这 样 范 园 所 求 RIID BEE 球面 正弦 公式 求 值 ， 演 i 
算 虽 很 简章 容易 ， 但 当 角度 接近 于 90* 时 ， 其 对 激 值 变化 落 慢 ， 所 求 得 
”的 值 不 能 精确 ; SEH CR bock 点 还 在 于 斯 粉 的 是 两 个 相互 成 为 补 角 
的 什 ， 当 和 角度 接近 于 90" 时 ， 很 难 币 其 那 一 个 值 是 适合 间 题 的 解 ， 
例题 25. BRL ABC, a=86°53. "0, b—6525. ^2, Ce-105*18./4, 
解 该 球面 三 角形 。 
d IEA, 用 正 射 投影 (ER e SCRI ATE 
从 当中 可 以 入 诗 晶 B Ay 907, WG ABE 90", c ANKF 90%, SCD 
比尔 相似 方程 式 (18) 进 行 演算 : : 
as=B6°55.”0 5 04626 86" 
Ue-05*25..2 —=81°4256” 


W(-5)—11?48 54"  Leos9,99083 — Lsing.50820  Ltg9.31737 
d(a34-5)—75?09'06" . Lsec0.59132 — Lcsc0.01475 


e 78 :* 


(IS 25 CH 
C=105%48."4 Zeta L ctg 9.88257  Lctg9.88257 
A=80911'16”-+-(A+B)=71°04'07” | .Lig0.46472 ^ Lsin 9.97685 
D—861^56/58/ 4-( A— B) 9707 09” L eg 20552 L. csc 0,80000 
c==102°12'18” —861^06/ "d | i . L tg 0.09322 
AER unn, Pre, 虽然 相同 ， 但 制定 4 骨 的 


fü. AA A 角 接 近 于 our 的 情况 下 , 花 感 围 难 而 且 不 准确 。 下 面 的 演 
算 可 以 能 实 这 祥 的 结论 。 


b630 25/12 Ltg 000a c O c | x L csc 0.04851 
“10509 1824/7  Lcos9. 42158n 上 tk 0.562737 
Dd=152°4075%77 L tg9.7223922 — L sin 9.66900 


a=860 53/00/17 | e dÉ L sin 9.99936 
€—217-—-65917/58/^  . . Lcesc0.04197» L tg 0.33738n 

B=610 56/58'/ | ^ Ltg0.27340 T. sec 0.32767 — TLsin 9.94573 
€-120* 12/187 +- IMEEM /— Lg 0.664957: 

809 11/33/72 4«809 1473077 | L sin 9.99360 


090 48/ 41/ /> A? 990 487807” 


e 79€. 


mcr 


Hi PI CFE SS lr, ab, Dr AB; 但 所 得 4 的 四 个 值 
AMAT B, 而 已 知 二 边 及 其 来 角 的 球面 三 角形 却 只 能 有 一 个 解 ， 因 此 必 
须 通 过 其 他 方法 计算 ， 来 确定 4 角 的 值 。 | 

7.5 ”已 知 二 角 及 其 夹 边 的 球面 三 角形 解 丢 x 

` 设 已 知 球面 三 骨 形 的 二 骨 4、B 及 其 来 边 c，( 和 车 其 中 的 一 角 或 一 边 
为 99 ， 央 该 三 角形 为 球面 唐 角 或 直 边 三 角形 , 其 解法 已 见 例题 11-21), 
饰 该 球面 三 角形 的 方法 ， 与 解 已 知 二 边 及 其 来 角 的 球面 三 角形 的 方法 相 
d. DL maakt mmm ts, RAAR. 

BE 26. Sne ABC, A=130"15",3,B=30%29" 7, C=52°42'.4, 
ERER = SS, 

解 ” 根 活 所 输 条 件 ， 用 正身 投影 作 图 法 郴 出 恋 球 面 三 角形 图 形 。 


《 


Cestr A A 


Bra vm 


x (DES — | e 
Mis ER C<90°, b<90°, "接近 于 90", HERMANA 


a+b A-B A+B 
Ze cos LE e ER ape E 
` Gah A-B © A+R c 
K me go 
C A=B a+b . a—b 
tg 2 g r— ese , Sin + 


e 80 e 


41309 15” ,3 ¿650 07/ 38^ 
B==30029/.7 150 14/5141 
AB 49 5274977 Lcos 9.80915 Lsin 9.88349 Lctg 9.92566 


i (4+B)=800 22/30// sec 0.77977 Lesc 0.00616 


C529 42/.4 280 217127! Ttg 9.69494 Ttg 9.60494 > 

422-839 22^ 277 ! T-(a4 0-627 21/21// — Ltg 0.28086 Lesc 0.05264 
Be di: 20/157! Lagos 017067 Lte 9.58159  Lsin 9.55469 
C=37° 4074077 — . -C e 18* 50720" | Ltg 9.53299 


7.6 eegenen 

SC Aa tier EIER A oh 及 其 一 边 g 的 对 角 4， AA 
: 边 或 一 外 六 90”， 央 恋 三 角形 为 球面 沙沙 或 直角 三 角形 ， 它 的 解法 已 只 
例题 17 一 21) ， 解 该 球面 三 角形 的 方法 有 . 

DARKHEKARC EG ENCARAR DO t (18) cR C 
Rep, BD 


. sn B= cesca. sin b. sin A 


t e = sin a— b, e Í| Í te. ct A—B 
8 9 2 5 923 *9793- 
t La AO y AE * Sec A-B 
52 89 a "739 


BUE 27. RIERA ABC, a-5116'.2, 5—70758'.6, A—457 04.8, 
Mi 球面 二 角形 HSH i 

E ARRIBAN ENANA, 

Host PLRSSEHUCEBURT ES B1<90, C1 及 c1 天 于 90?， 而 Ps>90°, 
Ca F cs /FF90), EHRMAXA ` | | 


sin B=sinm 5.csca«sin A 


e =sing(D—a)» esed (a) etg CB. —A) 


e 81 e 


(HiH 27 附 图 ) 


ef -sini(b—-a) c3c3-(b +e) "ER ZEIEN 
| tg 4-(b —a)'sin-M(B4--A):csc-( P, — 4) 
18, —t83-(0 — a)-cos-l By — À)secd-( R, +- A)@ 
——— Z 
— > A — ^ \ ” Bi +A ` 
O B2=1800—B,, +(BP,—A)=-1- (180? — B, —4A)=90? — "cn DÉI 
gie — A)=tg+(Di+ A), esc ( By — A) sect (5 + 4), 
d Ai (iam. — of? Bı— À MT o244.1 AY 
"(Pad A) —- (180? — B44-A) =90 Uo Brylsind(Bad-4)— 


Cos-2-( 4 — A). 


e 82 e 


b=7038*.6 | Lsin 9.97475 
a=51%16'.2 Lese 0.10785 
A=45 04 .8 Lsin 9.85009 

==58254745” Ps=121°05’15” Lsin 9.95267 


b--70*58/.6 —- 851918" 


4251716/.2 5-725 8806" 


4-(b—2)-9?41/12"7 Lsin 9.22598 Lsin 9.22958 
Lig 9.25221 Ltg 9.23221 
d-(b4-a)—60 57/24" Lesc 0.05856 Lesc 0,05836 


Fx 


PQ-58^84 45" Ba=121 0515" = -=29 27227 .5 


A-45 04.8 e —22'52'24'! 


+( B, — A)=6°54”58” ,5 Leg 0. 0.91614 Lec 0.91920 L eos 9,99585 

4(P1+4)=51%594"".5 Ltg 0.10713 Lsin 9.89651 Lses 0.21062 - 
C 
2 


C;==115°53'247” —31.—57?46427.0 Ltg 0.20048 


C2=34"27'18" A =171339".0 Ltg 9.49147 2 


61—:96719'22/" -一 E: —2248709'41"7.0 Ltg 0.04802 
6175074640 2-=15%23/20"1.0 Ltg 9.45956 


7.1 已 知 二 角 及 其 一 角 对 边 的 球面 三 角形 解法 

识 已 知 球面 三 角形 ABC 的 二 角 A.B 及 其 一 舟 A 的 对 边 a， (GER ` 
中 的 一 用 或 一 边 为 90"， A fJ tement Zë emer p= ft, onge 
法 已 兄 伤 题 17 一 21) ， 解 该 球 画 三 角形 的 方法 和 解 已 知 二 边 及 其 一 边 对 
髓 的 球面 三 角形 方法 入 位， 首先 用 球面 正弦 公式 求 内 所 葵 二 角 的 另 一 对 
边 ， 然 后 用 说 比尔 以 位 方程 式 求 其 余 的 一 角 及 一 边 的 值 。 

PIED 29. RRES eg ALC, A-—80'12/.4, D—46?28'.6, 0=53%54' 8, 
RR — l 

» 83. 


解 。 根据 所 答 条 件 ， 用 正 射 没 影 作 图 关机 出 该 球面 三 角形 。 


9017 A A 
ASA B | 
ps 0 € 
B«48?28'.6 
(BE 28 WE) 


AEREA A, DPE T: 90%, 演算 的 公 
. X: | 


sin b=csc esin B+sina 


| tg 一 一 一 tg 各 (4 十 0) «cos-&-(A-- D) sec (A - B) 


e béie —b)cscg(a+b)ectgt(A-B) 


4-80?12/,4 — Lesc 0.00657. | A 40046. 


|. Bz46?28'.6 Lem 9,86039 EE 


A-(A4-B)—63720'.5 ` L cos. 9.65192 


` F(A—B)=15%51'.9 Lsec 0.01910 工 ctg 0.51833 
a=53%54.6 Lsin 9,90746 26057" .3 


» RA e 


br=56°29.0 — Lsin 9.77422 — enu. 


J-(a4-0)-45^11/.8 Ltg 0.00298 L csc 0.14905 


+(a—b)=8%2.8 - Lsin 9.18039. . 
cex50^ 52 .4 ——28^16' .2 L tg 9.67400 
C==70°18'.8 S 一 535 9 .4 Ltg 9.84775 


Hoa ”球面 三 角 微 分 头条 式 
S8. 球面 三 角 微 分 关系 式 


球面 三 角形 各 要 素 关 的 相互 关系 是 以 球面 三 角 公式 来 才 示 ， 过 在 第 
ThE TRER. KREERET RE 三 角形 ERA 
hi ke AEB RL IER R KARAR 
变化 关系 的 方程 式 ， 蛙 作 球 画 三 角 微 分 关系 式 


今 册 球面 正 汞 公式 ( 工 ) 
sina sinb 
sind ` ein B 
ERAS | 
cos rt: sin /ÁA«da— sin d: COS Ad A cos b sin B-db—sin b+ cos B.dB 
sin*A H sin? 


Ste eno f, ERI ¡Sin n HEGER sin as 办 此 


sin b” sina sin 
cos t sin Á*da-—sin a cos A-d A SIMA _ 
sin? A sina 
_ cos besin Z«db—sin b» cos B-dB sinB 


- ftot como ,.—— — P P — 


sin*B sin b 


化 简 之 ， 得 
ctg d da —ctg Á«d4 = ctg b«db—cte B-dB 
DES ctg a«da—ctg A a A= ctgede— ceig C-dC 


de 


所 以 ctg a-da—ctg A-dA= ctg b*db— ct tg Id D 
—cigede—ctg C-0C (27) 
HERE EDAD, FILA, ER FOME E Dia 
HARSA R E: EE SAR SERIA SÉ 
e 56 a 


- 


8t 2 SEUS SC SRL ER. 
4E ERBIZRSSE AO) 
cos & = cos b» cos e + sin besin e° cos A 
上 式 的 微分 ， 得 
sin a+» da = (sin b» cos e — cos b- sin e: cos A db 
+ (cos b'sin e-—sin b+ cos a+ cos Ajde +sin b«sine-sin A-dA 
RISA A 
sin q * cos B= cos besin c— sin becos ge cos 4 
sin G> cos C = cos e-sin b— sin e= cos b: cos A 
所 以 
sin a*da = sin a* cosC .db+ sin a-cos B. de+ sin b-sincesin A:dÀ 
ILR, FAME IIO uA Ein tax 
dà — cos C*db-|-cos B'de+ sin b*sin C-dA 
(B+ sin e-sin B-dA) 
E? db= cos A.de+ cos C*da sincssin As2DB 
(EÈ -+ sin avsin C -dB) 
de= cos B-da-F-cos A«db+sin a*sin D, dr 
(或 十 sin b- sin 4.40) | 
DREES, Dieter 


(28) 


KEE 


dA=sinb+sin C-da—(eos c- B + cos b. dC) ) 


或 MA=sine'sin B.da—(cos c-dB3+ cos b. dC). 
d.B — sin e*sin A.db—(cos a+ dC + cos c*dA) 
= | WB= sin a-sin C. db— (cos a: dC TF cos2* d. A) Q9) 
4C — sin a'sin B: do— (cos b: dA 4- cosa- dB) 
By dC = sin b* sin A*de— (cos btd A- cos a*dB) 
今 由 球面 四 联 关 采 式 (4 ) 


.ctga' sinb =ctgA.sinO + cosh， cosC 
OIX, 1 
ctga -cosh db —csc?a. sinb da= — esc? d, sinC. GÁ-FctgA-cosC dO — 


. 8T e 


Ka 


—sinb-cosC «db—cosb:sinC- dC | 
化 简 之 ， 得 | 


sinb Cos . cos B "ent? 
e «da = ———. OI 十 O +— y ARA 
sin“a sint sin. sto" d | 
sin” sinB 
II = 
sina sin A 
sin? sine 
sun A sina 
| sinb cose | cosB | sin C | 
br PA — «(da = ~ P db + ——— aÜ + — Ó— 9 dä 
sing sin 41/ -sing sind - sina'sináÁ 


好 球面 三 角形 四 获 要 素 的 微分 关 柔 式 
sin B- da 一 sindcose db-Leipae, cosB* dC 4- sine: d A 
同 理 sinC* da=sinAcosb«de+sina«cosC dB - sinb* dA 
sinC + db « sinB*cósa “de sinb* cosC * dA + sina d B 
sin Ae db —sinB* cose， da + sinb* cos A dC sine dB 
sin A, de — sinC cosb da E sine* cos A* dB -- sinb- dO 
sin de= sint rosen, db--sine* cosB* dA sina dC 
人 处 以 上 四 个 球 画 三 角 微 分 关系 式 ， 可 以 得 出 球面 三 角形 任意 三 个 
天 的 微量 变化 ， 对 于 另外 一 个 任意 要 天 的 影响 。 这 对 于 凡 司 研究 Gin: 
角形 或 天 文 三 角形 的 误差 是 很 有 用 的 。 


(30) 


FE 


第 四 章 RDALIRE 
”三 角形 面积 
en R EAZ 


9.1 REAR 
球面 三 角形 三 个 和 角 的 和 ， 必 小 于 540°, TAT 180°, 其 超出 180° 
OS, MMERRÉUE E IU ERR Z, Hj x o 
E=A+B+HO180% —— (31) 
但 球面 角 至 亦 可 用 过 的 了 IRRE, TREJON KARRE 
HRAN I 
9.2 nis CagnolDPRED fS X x 
由 球 画 全 边 公 式 (14) m 


P 


— + 


E E ais EI 
, b | 

Sin. = 

2 "| | "uud EC 


g a b sin ES PEN 5 Cara) 2-3) 
HAH sing sin — = 


2. a ú w "sin "TS 


uu 


cos 2-] 一 一 LA EGO) 


sin. n:sin sin B 


¿nia — 


sin—— 
b 


ao. 2 C 
_ 8 — = $ COS— 
PEEL i 9 "P 2 sinl ° 2 
sin. sin 
n du 2 e sin Ü 
cos 
sin— sin b 
= 2 ` 2 Dein ` cos -> 
COS 2 
但 由 球面 全角 公式 (8) 双 (9 ) 
sin C = ¿nacio Po 
sing’ sinb 
O / sinP. sinP. 
cos — 


> ` V sina*sinb 


TP 2. 2 "sinP,*sinPy , d sinP*sinP, 
DI sin 2 cose 2 y sing + sinb sina: sin 
2 
tH AMARRES 
sin. T 。 V sinP-sinPa-sinPp:simPg ` (39) 


2 a b ` 
COS—* COS-—]+* C08—— 


2 2 2 


-9.3 ” 留 里 尔 (Lbuilier) 球 面 角 至 公式 
Hi fS BP AR SR) 


A TB q+ b 
Cos 9 _ cos E 
sin — E 
2 co5 


REI 


故 2 ^ 2 2 2 (1) 
sin » cos 
A-rFB a—b 
sin—ç co 2 
3 HAC) 一 一 到 一 = 
| cos cos 
sin AH _ zg E cos L? — cos 
. 2 ° 2 2 
dir Te O T CI) 

cos Gét? 
sin A+B — cos cos AL — COS ° cos 

, ; 2 2 — 9 2 ER 

e. A A A AN 2 

qu CUA COS AtB KR sint C. cos ab. 十 cos —- Sin 
2 2 | 2 MP 
, AB C 
sin 一 《0S 一 -一 
mm 2 2 sin A+B+C--180° ) 
E tB an C os tt 180) 
2 2 
|» —b o 
cos — — COS 


Li + Lal a E 
Fi _ , I ws. — 
cos 2 十 d cosi la tb- 6j cos a--b— e) 


OR — j— Tu 
| sn! sin Pe | 


C "H" sin, ni inb. 


"uma 
、 sin 到 (4 十 B4+CO—1800) P 
所 以 ”cos3-(A+B+0O—1830°) Bi 
_ Si 到 (一 8 十 cj sind Otea) ,,/ sinP:sinP; 
cos+(Ga-+ U+ 6): cos £ (etb — e) — 'sinPg*sinP?p 


—— — — m sms E Fu EHE E —  —. _ ..-..— 


' P, f 
Eey š pe. (33) | 


ME 2 2 
9.4 Ris) Euler) PRG AR 
曙 德 期 布尔 方程 式 (17) | 
cos -4 一” | 
sin AtB — (E EN 
2 c0$- 
MESE | | | 
COS A+B _ | 2 y sin C . (Il) B ff 
E COS — 07 
( I29X cos + T 得 
sin - e cos — 二 cos 人 ' sin = 
COS ao o cos < C 
= «cos —— sin! 
cos — 2 oos — 2 
| 2 2 
化 简 之 ， 得 | | 
Sé cos > 十 sin. sin «cos 
sin-à-(A--D--C) — 
coss- i 
但 Sind CA-- B4C)=sin2 (180? 4- E) 
= cos 一 一 M 


2 


. a . b a ,. b COSC— cOST * cos) 
而 gin, sinl-cosC- sin. snt. BU Coso 
2 2 2 2 sina e sinb 


coso—(2. “costo 一 1). dé 20052 2 一 1) 
—— E y 


4cos g oz 


+9% 


cosc— 4cos* 了 . cos? > -F cosa --cosb -- 1 | 


== 
cos t cos b 
| 2 2 
所 以 
cose—4cos*- Äer -Fcosa-Fcosb-+-1 
cos —* cos -一 十 — 
i 2 4cos 人 cos D. 
. COS E = 一 2 2 
2 


e 
: Cos 一 一 一 
2 


kiz SERE IRIS EAS 
E 1+cos1 + coshb+eose 


COS 一 一 一 一 


4cosÇ ' cos o cos EE (34) 
S10. 球面 三 角形 面积 


A | 


e Dä e 


Lë (21) JAH, EXE ABC 的 面 税 ， 等 于 球面 二 
JJ 4 ETA ABC 的 面积 ; 或 等 于 球面 二 角形 B DUEDP NEU. 
ADC (HB A;BCo) 的 面积 ! 或 等 于 球面 二 角形 ( C RENE ABO, 的 
D. ter H gt ARABE MAA Ge a, Hoh R HEK 
PTE o° remm, BUA SABC SABC SABC SABC, RRR $8 
JE AFO, ABC, ABO, ABO. 的 面积 ， 则 


nR? o 
S4Bc7 aas ^ 4° —SA,BC 


zR? 
S apo = "9,9 ' B° 一 SARC LÉI S 4 Bo.) 


zh? 
SABC = gD H 一 4BCo 


z:3UfB fis 


xR? | | 
394BC = oy "CA BROS rot nc t Sapo) 


z R? 
= 0° (CA B-RO) — (2212-8 (n0) 

(0, Aë Em 

Sage oss (CA BEÜ)-— B 

nR? ^ 
= mem 
zu. - 

. o gt . (35) 
PIS 29. Siet fe 42C; a=60° b 8, c=100? RV PRE R=6370 


OAR, REM AL, 
GE 


SS, ERS Ei E AE, SASER ET BIS) 


ef 04 e 


Nus 


【例题 29 附 图 ) 


R2. 
S apom E 
ABC "sos 
HANRAHAN. 
a= 60° 
b= 89? | 
c=100> - 
2P =2407 x==5.14159 log 0.49715 
P=120" -于 一 60" Lig 10.25856 R==6370 2log 7.60828 
P I| = 60” = —30" Ltg 9.76144 E=56”.864 = log1,75484 
P,= 40° eae Lig 9.56107 180? C—l083.74473 
P, = 20 Ee =10" t£ 9.24652 S ¿¿o=40.272,000(m)? log 7.60500 
2 [48.80739 
E =56° ,864 Zetär, 15 Lig 9.40370 


第 五 章 球面 内 切 贺 及 球面 外 接 国 


S11. 球面 肉 切 圆 及 球面 外 接力 
11.1 Së, HEIHE, HOPE 


ERE MATER ZARZ, A, 图 的 周 与 三 角形 的 三 = ESCH 
《图 22a), HARE go nt. ër, bien Dr 
角形 三 个 顶点 相 接 (图 291), MEE 作 球 而 三 角形 的 球面 外 接 圆 。 
ERAS SUL RARA ERRE, Dj KRAER, 今 以 pj BARR ` 
Ii) BIBT (SE, DES EE JPK tS: 

ein IRAE ERETI AREE HT e — By f£ f^ TERI 
NV. 


图 22a 


e 96 a 


22b 


E 


图 23 


32 
bre 
[El a 
1] 
EE. 
C 
AB 
p el] 
; 
O 
| | Moe 
] 1 . P541 € 等 
a 


° 97 à 


Lag, > Gei | 
AT;,= AT, | OrAT,—O; AT, = 
ZN, Ee? 
BT.= BT, OI BT =0¡BT, = 


/一 pan CA | AN 
CT,= CL OC T, QrOQTy = 


d 2 E 


但 AT; + BT. +CT, = AT, 十 BT + CTs=? 


故 Afs p— Zi CT, 


今 由 球面 直角 三 角形 AO rT 得 


m ~. A 
tgO rT5— sin ATy :te 0 AT; 


EN | ' " rip= sin Pa*tg > 
但 由 球面 牛角 公式 (10) 


Es = intesi pe sinP5:sin P, 
sin D ° sinPa ` 


IX LEET, AMARA 


o 51 Pa’ 1 » $3 
es: =V n e? sin P. (36) 


ZERO 


TELE 
x 一 一 一 一 cos (I) 


sin 


b | 
2 A cos 3 (HY 
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. 0 ; 

(I) x cos —(I)x sin EIER, 8 

sin = Y eosP cos DUE Pp*cos Po CD 
2s$n—5—* cos- * COS —— — 


2 2 
由 球面 直角 三 角形 APT, Cer 
tgp r =sinPQ¿ tg E 
以 ( 亚 ) 代 和 人 并 化 简 之 ， 则 得 球面 内 切 图 半径 公式 


V — cosP* co ` cos P 4*cos P p* cos Pe 


tgp; = (37) 


A B 
9 + 208 ——-* e€0S—— cos- 


° ° - 


但 P=90" 十 - ， Pa= 90*—( 4 —-), 


o EN ano E 
将 上 述 关系 代 大 (37)， 则 球面 内 切 图 中 径 公 式 


/ 
V sin r2 ° sin( 4 Sai sin(B SE GG =) 
enne 


J. 'COS — T .cos D. «cos E 


2 2 


(38) 


11.3 PKH E48 RA 

EZ 24, O. 为 球面 兰 角形 ABO it] P132: IRL 88, 由 O, EE) 
0,M,, 0¿Mp, OM. 分 别 垂直 于 球面 三 角形 的 边 a. b, c, HIM, Mp, 
MARA. Bh 


~ 
BM,=CM,= 


e 99 e 


m 24 


x 人 人 A 

e^ O.A=0B=0. = p, 
^ ^ 

et 0,4M, = 0CM, 


Z^ ZN 
O.BM,= 0 AM, 
AN ^ 
OC M, = 0 BM, 
M A AN, ZN > A 
43 0,A1M; + (Bu. HOC Mat O,C Ms + Oc AM 4- O¿BM, = 
(00 —(AHHB4.O) 
i O.AM,--0,BM,- 0, M, = 5C(4+B+0) 


wë 


O M; = i (A+B+0)—O,BM,—00M, 
1 | ⁄ Ee? 
75 G-EBA4-0)—0/BM,— 0/3, 


LA B+0)—B 


_ A-0 B 


2 2 
e 100 ° 


今 由 球面 鹿角 三 角形 0AM, 得 


一 ÁM 
ef = RÄ: _ 
cosO. AM; 
ve H. 
_ “2 
EE 
cos 9 9 
ve H. 
- E 
B AO B ARO. B 
COS 9 COS 5 十 8in ° sin 2 
但 德 期 布尔 方程 式 (17) 
cos LEE. 
cos A tC -~ 2 sind (I) 
2 cos — 
cos -2E 
sin AFO 2 ¿9 P CI) 
2 b 9 ! 
COS —- uu 
2 
( I) X cos 5 E E Hi] 
cos 440 ° cos D... 十 sin ATC e sin B = 
2 2 | 
= 2 777 «(cos ate + cos Y 2 
2 MEE: 
COS — 
te 
于 是 toPA = B 
' sin cos —— 
2 ae a—e 
h ( eos 2 十 cos > ) 
COS 9 | 


ACB, ERRE E 


a .bb ,se 
Za gun e SEN sin 
V sin Dein P. sin Py sin P, 


出 球面 直角 三 角形 PAM E BE 


tgp. = 
` | d 
HRE PLAAG) 


b _,/ —cosP+cosPg 


Tua 
ma 


2 Y cosP ax Cosic 


而 cos EC cos Py 


tg 


/ —cosP-cosPg 


Él tg D = Y oof cosPo 
| COS Pg 


IR, BRENER 


z 


t za a TSP oOo 3 
SP, y cosP ,* cosP p: cos Po (40. 
j f 9 Ji: 
Pg=90* - € 一 SN Po = 90?- (o ZS 
g | 2 
RASAU. MEIHE Art 
/ sin - t | 

igo] — n —o[Ñ > (41) 


i d _ E ag] d LE \ —— A ) 
sni A 2 ) unm B 9 y sini — 


PUB 50. SE EE ABC, ¿=50°, b=40°, cmm20^: 求 该 球面 三 角形 
PA HEN Pim, 
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(PTE 30 HS" 
HARTA DMR P ZA (36) 


‘gp1=]/ Zen sina BESSER 'Sinfa 


sin b 


由 球面 外 接 图 宇 径 公式 (39) | 
| 2:sin sind, inf. 
tgp = 2 2 2 
e V sin f'sinp,-sin pp-sinp, 
TRENES READER 


tgpo=2sin~ sin: in .cscóecte fr 


a=50° 


-a , 
y ==15° Lsin 9,41300 
b 
Des A" 5720 Lein 9.53405 
Ces Op? cl Lsin 9.25967 


p=45% . Lesc 0.15051 Lcsc 0.15051 
pa=15" — Lsin ` 8.41500 
pp=5? Laun 3, 94030 
b¿=>5% — Lsin 9.62595 


e 10358 


2  15.12976 


w = w = =s 


£176'57 .4 Hg X 9.05438 Log 0.93512 
| Log2 0.50105 
P¿=20%31'.7 Ltg 93.57558 


例题 51. HEREJE ABC, A=120", B=100", C==80°; R 该 球面 三 
fep PS PSODJUBIL RIHAR PE, 
Be * 


(例题 51 HEB) 
HREAN P REA (38) 


H sin -sin(4 - E). (> CES 


Kid äe 


2^ CO03 一 一 。 s COS——— «Cos — — 


2 2 2 
L o 
-一 一 _ __  _ 
/ Sin—— 


= lf mmm J^ x 
Lë Po y sin( À — E sin( B -二 小 sin( C 一 Z) 
TARMA PES FREE HERI PENARE 


A B C E 
ctg pr—=23 + cos * COS—— e OR e e 
8 3 Os + cos "cer go, 


* 104. 


4A—120'  ———60 
B 

有 一 100” ~ =50° 
Ç 

C=80" 40 

| ^ E ín 

E==120 "a 760 

Leo 

- > 60 
E 

m —— m 9 

B 2 40 

Ë O 

Gs 20 


Buet Ate?" 8 


P 一 59 350 ， 7 


Lsin 


Lese 


Lose 


Lcsc 


2 
Lig 


9.95755 


0.05247 


0.19193 


0.46595. 


lo. 65738 


0.32894 


Lcos 9.69397 
Lcos 9.80807 + 
Lcos 9.88425 


Lese 0.06247 


Lig — 0.52894. 
log2 o 50108 
Lctg 0.08575 


e 105 ° 


第 六 章 GR qa o # 
sux Row 座 村 


12.1 球面 座 标 柔 

球面 上 和 平面 一 样 ， 可 以 利用 座 标 法 来 确定 点 的 位 证 ， 建 立 曲线 的 
方程 式 ， 从 而 对 这 样 的 点 或 曲线 进行 研究 。 | 

REA o 

a) 球 面 极 座 标 ， 天 女 学 中 的 地 平 座 标 有 柔 属于 这 一 类 ; 

b) 球 面 产 角 座 标 ， 天 文学 中 的 赤道 座 标 采 ， 薄 道 座 标 膝 ， 以 及 航海 
学 中 的 地 理 座 标 条 等 均 属于 这 一 类 。 

12.2 HEBE 


ES] 25 
HUETE 25, EPIRI. L S K EVA REE, 4 
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MER 大 图 上 取 一 点 0 作为 庶 标 的 原点 。 寻 而 任意 下 人 是 大 二 到 这 个 

点 的 大 BEBE p. ， 以 及 这 个 大 加 与 基准 i 0, HUETE TR 

pim. (0,0) Rue M ABRE, MRE MEAN 。 
123 Oh f EN 


V. 
“O 


E 26 | 
球面 直角 座 标 图 26 ， 是 以 两 个 互相 交 成 直角 的 大圆 作为 座 标 的 其 


准 大 团 ， 宅 的 交点 其 为 谭 标 的 原点 。 球 面 任意 点 的 座 标 印 是 证 该 {E 
所 作 的 正 交 在 基准 大 圆 的 大 贺 交 点 到 原点 的 扳 长 。 如 园 :26 所 示 ， 大 R 
XOX, 及 Y0 了 为 基准 大 图 ，0 为 原点 ，Jx 及 My GDA B T i M ñ 
作 的 正 交 在 基准 大 图 XOXo 及 YOY, nv. OU, e, OM, Hs, 
于 是 ay AM si ERIBIUSTGRE Er, /通常 写成 Mino 
12.4 Pk PK fj WE 

B] 27, KAR XOXo 及 YOY, ASERIST FA HE ES e, O 为 原 
点 ， 于 是 对 球面 任意 点 M one 标 有 OM — 4,0M,— y, 

SZ O 同时 亦 为 球面 极 座 标的 原点 ， 而 XOX AHERN, HIF- M 
的 球面 极 座 标 有 OM=p ， MOMy= 0, 
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—— —r w olo po 


A 


Yo 


El 27 


| 由 球面 直角 三 角形 OMx 及 0MyM , WD BES AAA E SE A] 2€ 
RA ` | - 
tgx =tg P * cos ` (49) 
te y — tg D*sin f 
&-M MM, s e MMy-y', #Rz'y' 为 M dange, ZE 
看 和 角 三 角形 OM,M X. OM, M 得 球面 直角 座 标 与 其 辅助 座 标 的 关系 为 ; 


tg x = tg x* oos y | 
! (43) * 
tg y” = tg y* cos y 
sin x= sin x'*sec Af 
. ; ] (44) - 
sin y = sin y’ Ser x 


813, HH BEER: TEX 


13.1 球面 大 图 曲线 方程 式 
STEI CRT GG, 交 球 面 交 角 座 标 基准 大 辕 XOX, F 4, YOY, F 
B, (HD , 


e 108 ° 


Yo 
| m 28 
e ÓA—a, ÓB-b, KE GG, 与 XOX, 的 交角 为 “。 由 球面 次 角 三 
角形 BOA 得 | 


| tg == sin a« cta b 

今 在 4B 取 任 意 点 M, Ronk mb (w, y), BEES 
Cx,”)， 于 是 在 球面 直角 三 角形 MM, AS x 
sinla—x)=483 os Lë y” 


但 由 公式 (43) tg y =tg y*cos x 
而 tg o=sina'ctg b 
所 以  sin(a—x) —sin gctgb'tg y*cos x 
AUTE EX KT E 
tgx, 8? _ 
tea tgb =1 (45) 


对 于 球 画 大 图 GG4 B Efe) M Gs» 31) 及 Maes yadi 2480638 8 
公式 (45)， 因 此 


n BY. x - 
tza Trek 1 (45a) 
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TEA AE | 
] | 45b 
to a tub u (45b) 


PEARSA C453) tg X tg b H, WSR IRAR 
已 知 点 BM (x Yo), JB My EE AB E Re 


tgsx—tgx; _ Y BY ` (46) 
tg ¥2— tg 71 tg yx të Yt 


IPR AMA EAS), "gn, Cer Log 
MEA = 1k L = = EIRE. RIESZERIISSEKE 


Xo 11 
式 的 各 项 前 冠 以 正切 函数 ， 方 程 : “就 成 为 球面 大 图 曲 黎 方程 式 了 。 
Wee 
Së Fo SCH lp, TERAN Za 0 AREA o 
13.2 pkKHG Bio fg x 
设 球面 小 洛 的 球面 侍 径 为 + ， 球 面 直 角 座 标的 原点 在 小 加 中 心 0 
(29) 。 m 


ARD 


— Ev NEST IUE AE HR M, EERS), FHEA Mäe , D 
my , (x ey ^7) 35 M. BED EE Er 
今 由 球面 交角 三 角形 OM, x 


^ COS f = COS Y*CO8 V' . 


ET | sec? r = sec? z sec? y” 
或 (1+tg? r) - (14- tg x): (1-+tg°y') - 
但 由 公式 (43) tg y =tgy+cosx, 
故 (1-Ftg? r) - (1-btg? 1) CI tg? y «cos? y) 
RO, HERIDA) BIB EET est EM 
. tg rtg? y tg? n (41) 


WE PO de 88 be 


El 50 


Eat 的 ST SS C] 30), SEI bk "n 
i Xx, 共 球面 大 图 ， ÁN = 2a; NL BB' 与 YY, 共 球面 大 图， BB' 
—2b,F,F' AE, OF = ÓF' =o, 


TELAS IER M, EE Q3) HA ID= In 
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my, Le vi ) 为 M 的 辅助 座 标 。 FCB M M ez Em F, F DES, 
BISERE, 1725 2a, El MF +MF'=2a, 
SERIE 490 FMM 及 ‘MxM 得 
cos UR = coslx—e) coss’ 
cos MF = cos( z+ c) ° cos y' 
PIB RIAL) 49 
UF ~ MP cos e 


. = L — a ë d 
cos—— p m= g (090 
MARRAZ, (8 x x 7 
一 一 
cos (MF-- ME") =2(cos? ¿—sin? c) -cos? y 一 cos 2a 
但 | cos (MF — L^) e 2-cost 一 一 1 


所 以 


. cos? e 
2(cos?x —sin? e) cos? y” — cos 2a— 9 os "cos? y. cos? Ai —1 


但 由 球面 交角 三 角形 BOF 得 


cose SI 
cos b 
EI cos? a = cos? a sin? e= 1— cosa 
cos? b cos? b 
WERA) tg y! —tg y. cos x M 
ED | tg? y’ = tg? y «cos? x 
所 以 EC rn IE aN, 1 _ _ * 
cob / 1 ig: y» cos2 y cos 2a 
cos? a , cos“ — 1 


=9. s —— — — 
. €o$?0^ costa  14tg? y="cos” y 


CA, ERE 


Wis, uy 
tea tard 
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13.4 RENARDE 


Yo 
E31 
“ 讽 球 而 双 曲线 的 焦点 及 d 位 于 球面 配角 座 标 基 准 大 IE X0X, 
E, O E ERIS, OF = ÓF =C (IS 31) , 
PERA ES Sr AM, "Ent RA Ge)» BEE Er AEN 
y = MM Mao EE M EIA, RARO AE, 
应 为 2a, El ME: — MF =a, 
今 由 球面 站 角 三 角形 FM,M E. F'MM (3 
cos MF = =cos(x—e) cos y! 
cos ME = cos( x +e). cos y” 
WQ 和 并 EZ, f 得 
MF +F coso 


2 cos à 


"cos Ze cos y? 
RRR HEZ, B 
cos (UF + MP") = 2( cos? x — sin? c)’ cos? y” — cos la 
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Pon" Pme" 

H cos TEHE d eme y 
但 ( 5 
所 以 


| ° 
, | cos? c - 
2(cos*s—sin' 0)» cos? y’— cos 2a= 2. — y cos? x» cos? we 


cos? c » 9 2 /9 
BI 1—- —;— j cog? r+ sin? a+ tg? y’ = sin? e —sin* a 


cos” q 
HARAS) tg y =tgy'cosx 
MAIN Z 8 
A: SAM 
te? a cos? a — cos? e 
cost a 
| Cosi Q= COSC a 
fo a "Ei 
TEA EA 
BLEND M 
ta? y te? b | 1 (49) 


e 114 t 


9 $09 +7 Soe UISA y urs+#g sqoo=q $097) uts 
2 SOD+F7 SOO« y urs J- (7 urs *p SOD==D SOD+ A UIS 
Q Soe S0229 uis- p Urs- $02—2 s09- TS 
d S02*7) 509 -y UIs-^)Uls«p' sCOozz2 S00 UTS 
D SOO*(f S02*7) UuIS--# Ut$*7) SOD2 soory uts 
f SOI. 9 S09- £7 UIS de UIS g $09==Q D y UTS 


7) SON S02«Q UIS—Y ULS+Q SOS=¿T S09*2 UIS 


2 s02*q SU0*D ulS—qUise« soo=T S02 +29 UIS 
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